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1. Introduccién

Con motivo de la Reunién de Discusion (R. D.) N° 157 (DEL REY, 2001)
en la que se considerd el trabajo “La Contribucion de Mejoras: Un Ejercicio
Empirico”, la Prof. Ana Maria Cerro (Universidad Nacional de Tucuman) nos
sugirié realizar tests de correlacion espacial y de heterocedasticidad y, en
caso de estar presente alguno de estos fendmenos, emplear los métodos de
estimacion pertinentes. Ello nos llevo a estudiar Econometria Espacial.
Habiendo avanzado algo en este sentido, decidimos escribir este trabajo,
cuyas finalidades son: a) Obligar al autor a ordenar sus ideas, para ponerlas
por escrito; b) Recibir criticas y sugerencias, especialmente de aquellos que

hayan trabajado en el tema; ¢) Poner en contacto con el tema a los integrantes



del equipo de investigacion del Proyecto N° 1137, y a los otros participantes en

esta R. D. que no tengan conocimientos respecto a él.

Cuando nuestras observaciones se realizan sobre unidades ubicadas
en el espacio, que entre ellas se interinfluencian en lo relativo al fenémeno de
nuestro interés, las técnicas de la llamada “Econometria tradicional” pueden
conducir a estimadores que no tienen las caracteristicas deseables (ausencia
de sesgo, eficiencia, etc.). En tal caso deben aplicarse los métodos de la
Econometria Espacial. Ejemplos de tal tipo de observaciones son las
realizadas sobre los municipios de una provincia o las provincias de un pais,
en cuanto a algun aspecto de su actividad econémica, de su poblacion, etc..
En nuestro caso, estudiamos los precios de terrenos localizados en diferentes
puntos del Departamento Capital de la Provincia de Salta (DEL REY, 2001 y
DEL REY, 2002).

Este trabajo esta organizado como sigue: En la Sec. 2 presentamos el
concepto de vecindad, y la matriz de ponderaciones relacionada con ese
concepto; el problema de la dependencia espacial se considera en la Sec. 3,
en tanto que la Sec. 4 esta dedicada a la heterogeneidad espacial; en la Sec.
5 consideramos los tests con los que se pueden detectar los fendbmenos
presentados en la dos secciones anteriores, y en la Sec. 6 hacemos, a manera
de conclusiones, algunas consideraciones respecto a la aplicacion de todo lo
anterior a la estimacion de nuestras funciones hedoénicas (DEL REY, 2001 y
DEL REY, 2002).

2. Vecindad

Cuando las observaciones que conforman una muestra se encuentran

ubicadas en un espacio geografico, pueden ser entre ellas “vecinas” o no

) Este trabajo surgi6 del Proyecto de Investigacion N° 1137 del Consejo de Investigacion de la
Universidad Nacional de Salta (UNSa), titulado: “La Contribucion de Mejoras y Otros Tributos
Locales”.
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serlo. Se dice que son vecinas cuando existe interinfluencia entre ellas, en

relacion al fenémeno bajo estudio.

Para manejar la informacion referida a la vecindad de las observaciones
se emplea la matriz de “contactos”, “ponderaciones” o “pesos”, que se
simboliza usualmente por W . Esta matriz es de orden n x n, donde n es el
tamafio de la muestra, y contiene la relacion existente entre cada par de
observaciones. Se supone que una observacion no es vecina de si misma, por
lo que todos los elementos de la diagonal principal son iguales a 0. Para
obtener el resto de los elementos se emplean diferentes criterios, como ser el

de la contigtiidad y el de la distancia.

El criterio de contigtiidad establece que dos observaciones son vecinas
si tienen entre ellas puntos en comun. Para aplicar este criterio existen varias
reglas particulares, que no nos interesan, por lo que solo damos el siguiente
ejemplo: Si trabajamos con provincias argentinas como unidades de
observacion, podemos decir que Tucuman es vecina de Salta, pues tienen
puntos en comun (los que corresponden al limite entre ambas), pero Cérdoba
no es vecina de Salta, pues no los tiene. Al elemento de la matriz W que
corresponde a Salta-Tucuman le asignamos el valor 1, en tanto que al que
corresponde a Salta-Cérdoba le asignamos 0. En general, si las observaciones

son vecinas sera w; =1, si no lo son sera w; =0, y siempre es w; =0 (por lo

dicho en el parrafo anterior), siendo w; un elemento de la matriz W .

El criterio de la distancia establece distintos grados de vecindad en
funcion de la distancia existente entre las observaciones. Cuanto menor sea la
distancia entre un par de observaciones, tanto mayor sera su vecindad. Se

suele emplear “. . . la inversa del cuadrado de la distancia, de forma que

1 . . -
w; =—, donde d; es la distancia entre los centros geograficos de cada par
i
de economias.” (LOPEZ-BAZO et al., 1999). De esto resulta que todas las
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observaciones son vecinas, pero en distinto grado, segun las distancias que

las separan.

W, la matriz de ponderaciones, suele ser normalizada en sus filas, del

L W “ . _

siguiente modo: w; = —=——. “De esta forma es posible definir Wx como el
2w
i

retardo espacial de una variable x, es decir, como la suma (ponderada ) del

valor de x en las economias vecinas.” (LOPEZ-BAZO et al., 1999).
3. Dependencia Espacial

Cuando el valor que toma una variable en una unidad de observacion es
influido por los valores de esa misma variable en unidades vecinas, decimos
gue hay dependencia espacial. También se la suele llamar autocorrelacion
espacial. Es el mismo concepto que se usa en el andlisis de series de tiempo,
cuando hablamos de autocorrelacién (en este caso “temporal”). Existe, sin
embargo, una gran diferencia entre los dos tipos de autocorrelacion: La
autocorrelacion temporal es unidireccional, pues cada observacion sélo puede
ser influida por una observacion anterior, en tanto que la espacial es
multidireccional, pues pueden haber varias observaciones vecinas que influyan

en la considerada.

La autocorrelacion espacial puede ser positiva 0 negativa. Si a valores
mayores de la variable pertinente en la observacion | le corresponden valores
mayores de ella en la observacion considerada, i, y a valores menores de la
variable pertinente en la observacion | le corresponden valores menores de
ella en la observacion considerada, i, se dice que la autocorrelacion es
positiva. Si a valores mayores de la variable pertinente en la observacion j le
corresponden valores menores de ella en la observacion considerada, i,y a

valores menores de la variable pertinente en la observacion j le corresponden



valores mayores de ella en la observacion considerada, i, se dice que la

autocorrelacion es negativa.

Este fendmeno puede presentarse en alguna de las variables
observadas (siendo mas importante si se trata de la variable dependiente) o en

los errores de una regresion.

En cuanto a los efectos de la autocorrelacion espacial, nos dice
ALANON PARDO (1999): “Si se trabaja con un modelo econométrico en el que
existe autocorrelacién espacial, y ésta no se elimina o modeliza correctamente
entonces ni el ajuste, ni la inferencia, ni muchos contrastes de hipétesis serén
fiables. Dependiendo de la naturaleza de dicha autocorrelacion las

estimaciones del modelo podran ser sesgadas, inconsistentes o ineficientes.”

4. Heterogeneidad Espacial

LESAGE (1998), pag. 6 y 7, caracteriza a la heterogeneidad espacial
como aquella situacion en que la relacion (entre variables) estudiada varia en
el espacio, esto es, difiere de un punto observado a otro. Asi, en el caso por
nosotros estudiado, la funcion heddnica cambia de uno a otro terreno
observado, si estd presente este fendmeno. A esto lo formaliza (LESAGE,
1998) de la siguiente manera:

Y, = X, 06 +¢ (1)

Donde: y, es el valor que toma la variable dependiente en la observacion i;
X, es el vector (1xk) de los valores que en esa observacion toman las
variables independientes; g es el vector columna (k x1) de los valores de los

coeficientes de regresion correspondientes a esa observacion; ¢g; es el término

de error; i es el nUmero de la de la observacién o localizaciéon considerada, i
=1, 2, .. n,siendo n el tamafo de la muestra; k es el nimero de variables

independientes.



El vector de los parametros g varia de una a otra observacion, por lo

cual tendriamos que estimar n de esos vectores, |0 que nos dejaria sin grados
de libertad. En otras palabras, la informacidn seria siempre insuficiente, pues a
medida que crece el tamafio de la muestra crece también el namero de
parametros. Es preciso, por lo tanto, especificar la variacion de la relacion en
el espacio, de modo que se reduzca el nimero de pardmetros a unos pocos y
sea asi posible estimarlos. Una forma de hacerlo es establecer restricciones al
modo en que puede variar la relacién. Por ejemplo, suponer que los
parametros son homogéneos dentro de las areas urbana y rural, pero que

varian entre esas areas.

En lo que va a continuacion seguiremos a ANSELIN (1990, pag. 143 y
144), para ver los efectos que la heterogeneidad espacial produce.
Trabajaremos con el método de expansion espacial desarrollado por Casetti
(citado por ANSELIN, 1990). Este método es un caso especial de regresion

con coeficientes que varian.

Sea la siguiente regresion simple la que queremos estimar
y:ﬁo+ﬁ1X+£ (2)
Donde: y es la variable dependiente; x es la variable independiente; £, y S
son los coeficientes de regresion y ¢ es el término de error, con valor

esperado nulo y varianza o’.

Pero g, es inestable, en el sentido de que no es constante a través de
las observaciones, ya que varia del siguiente modo:

Bi=vo+nnu+r1, (3)
Donde: y,, 7, Y 7, son constantes; z, y z, son las variables de expansion,
cuyo numero debe ser finito. A S, lo llamamos el parametro expandido. Notese

gue (3) es una relacién exacta, sin término de error.
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Entonces, reemplazando:
Y=B8y+7 X+ (2 X))+, (2, X) +¢ (4)

La ecuacion (4) es el modelo expandido.

Si estimaramos (2), siendo correcta la especificacion de (4), los

estimadores de los coeficientes g, y S, son sesgados, debido a que las

variables ¢, x y ¢, x_fueron omitidas.

Si no conocemos exactamente la forma de (3), y por lo tanto debemos

incluir un término de error, tendremos, en su lugar:
B=ro+tn+r,+u (5)
Donde: x es un término estocastico de error, con valor esperado nulo y
varianza o,.
Reemplazando en (2):
Y=PBo+ 7 X+ 7 (2 X)+7, (2, )+ x+& (6)

El término de error en (6) es:

O =UX+eE (7)
Por lo tanto:
Y=By+¥, X+ (X)) +7, (2, X)+o (8)

Veamos el valor esperado y la varianza de (7):
Ew =Eux+e =xEu+Eg =0 (9)
var o =o’ X’ +o?’ (10)
El valor esperado del término de error de (8) es nulo, pero su varianza

depende de x, 0 sea que hay heterocedasticidad.

Segun nos dice MADDALA (1996, pag. 239), las consecuencias de la

heterocedasticidad son:



“1. Los estimadores de minimos cuadrados siguen siendo insesgados, pero
ineficientes.
“2. Los estimadores de las varianzas son sesgados, lo que invalida las pruebas

de significancia [sic]".

5. Tests

En las Sec. 3 y 4 vimos que tanto la dependencia como la
heterogeneidad espaciales pueden producir una notable pérdida en la calidad
de nuestros estimadores si no se usan los métodos de estimacion pertinentes
a cada caso. Es, por lo tanto importante realizar tests que nos permitan tener

evidencias sobre si estan 0 no presentes esos fenOmenos en nuestros datos.
5.1. Tests para la Dependencia Espacial

En la literatura sobre Economia Espacial de la que disponemos (que por
cierto no es muy abundante) encontramos varios tests para la dependencia o
autocorrelacion espacial, entre los que mencionaremos los que se realizan con
los estadisticos | de Moran, C de Geary, G de Getisy Ord y W de Wald,
ademas del test del multiplicador de Lagrange y el de la razon de verosimilitud.
De todos ellos, el mas frecuentemente mencionado es el | de Moran, que es
un indicador de dependencia espacial que se puede aplicar a los errores de

una regresion o a otra variable cualquiera.

LESAGE (1998), pag. 50, presenta al estadistico | de Moran, para
dependencia espacial de los errores, del siguiente modo:
_ e'We

e'e

| (11)

Donde: W es la matriz de ponderaciones que hemos definido en Sec. 2,

normalizada en sus filas (si se usa la no normalizada las férmulas son un poco



diferentes, ver: LESAGE (1998), pag. 50 y 51); e es el vector columna de los

residuos de una regresion por minimos cuadrados ordinarios.

Siempre siguiendo a LESAGE (1998), pag. 51, diremos que Cliff y Ord
demostraron que la distribucion asintética de |, si los residuos provienen de
una estimacién por minimos cuadrados, corresponde a una distribucién normal
estandar, cuando se estandariza ese estadistico. Para ello hacemos:
~ tr MW

Ed 12
e (12)
T z A
vr 4 = T MWMW i MW{+ MW’ (13)

- d-E4°
d=m-k m-k+2_ (14)
Z|:|—E¢# (15)

W
Donde: E 4 _es el valor esperado del estadistico | ; tr « simboliza la traza de
la matriz que va entre paréntesis; M = (1 — X &'X 'X') (Nétese que, en esta
formula, | es una matriz unitaria #xn , no el estadistico de Moran); X es la
matriz mxk de observaciones sobre las variables independientes; Vr 4 es la
varianza del estadistico | ; Z, es un estadistico que se distribuye como normal

estandar; n es el tamano de la muestra; k es el nimero de variables

independientes.

Para presentar el indice | de Moran, aplicable a una variable X
cualquiera, seguimos a GALVIS APONTE (2002), cambiando un poco su

simbologia para mantener uniforme la nuestra.

Este autor presenta al indice de Moran del siguiente modo:

n

n —
ZWu % -X & —X_
ij

| (16)




Donde: x;, x; son observaciones sobre la variable X ; w; son elementos de la

matriz W, sin normalizar. Este autor condiciona a la férmula (16) escribiendo a

su lado: i# j, lo cual pensamos que es innecesario debido a que w, =0,

segun vimos en Sec. 2.

El valor esperado y la varianza del indice se calculan, en este caso y de
acuerdo con GALVIS APONTE (2002), del siguiente modo:
1

Ed =——— 17
| (17)
2 o 2 2 o 2
vre 2 A°-3n+3S5 —nS, +‘3S0 _‘b2 t ‘Zn S, —2nS, +6S; (18)
n-18-2 m-3S;
ya 7?2
Donde: b, = % m—Z‘:I m—zi:I Sy =
onae: Z_m_§ 4 = n 2 = n O_Z;\Nﬁ
1 7 2
Sl:EZZ ‘Vij+Wji, SZZZZ wotW;
i j 1 J
: X —X . .
W=D W Z; = o, es el desvio estandar de x;.
j=1 Oy

Una vez calculadas la media y varianza segun las ecuaciones (17) y

(18), se aplica la ecuacion (15).

En ambos casos, cuando se obtiene con las ecuaciones (12) y (13), o

con las ecuaciones (17) y (18), Z, de (15) se puede comparar con el valor de

la tabla de la distribucibn normal estandar que corresponda al nivel de

significacion elegido para hacer el test.

Sea x el vector columna (nx1) de las observaciones sobre X,

expresadas como desvios respecto a la media muestral. Esto es, cada

elemento de ese vector es: & — >‘< Con él AROCA (2000) define el estadistico

de Moran (entre otras formas equivalentes) como:
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~ X'Wx
XX

| (19)

Siendo W la matriz de ponderaciones normalizada.

Notese que el estadistico de (19) es similar al que hemos presentado en
(11) para los errores®. Pero AROCA (2000) no recurre a la normal estandar
para realizar su test, sino que propone el siguiente criterio:
Si | es cercano a 1, existe dependencia espacial positiva;

Si | es cercano a -1, existe dependencia espacial negativa;

: 1 : . :
Si | es cercano a ey no existe dependencia espacial, o, lo que es lo
n_

mismo, hay distribucion aleatoria de los valores. Esta expresion es la

presentada como valor esperado de | en la ecuacion (17).

Antes de dejar este tema diremos que ANSELIN (1990) presenta, en su
Sec. 3, algunos tests para dependencia espacial que son robustos a la
heterocedasticidad. No los consideramos en este trabajo por razones de

espacio.
5.2. Tests para la Heterogeneidad Espacial

BAO (s/f) presenta, en su pag. 5, un test para heterogeneidad en
presencia de dependencia espacial. Nos dice que, en ese caso, ho se
mantienen las propiedades de las distribuciones de los test tradicionales que

se usan para detectar heterocedasticidad, y propone emplear el test de Chow.

Para aplicar el mencionado test formulamos las hipétesis nula y
alternativa asi:

Hy: y=XB+¢ (20)

! Es necesario trabajar con algebra para tratar de establecer las diferencias y semejanzas

entre las tres formas del | de Moran aqui presentadas, y también con otras que se encuentran
en la literatura. La tarea queda pendiente para el futuro.
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H-y=Xi 0 ﬂi+g (21)
L 0 X, |8

Donde: X; y X; son subconjuntos de observaciones sobre las variables
independientes; £ y f; son los coeficientes de regresion correspondientes a

cada subconjunto; ¢ es el término de error, espacialmente autorregresivo.

BAO (s/f) sostiene que X; y X; son ambas matrices de dimension #x k , lo

cual consideramos que es erroneo: No pueden contener ambas las n
observaciones de la muestra, pues son subconjuntos de la matriz X de (20), la

que si seria mxk .

En este caso, el estadistico de Chow se define como:
e AW AW e, €, 4 - AW T4 - AW g,

2
o)

C (22)

Donde: A es el estimador maximo verosimil del parametro espacial; e, es el

vector de los residuos de la regresion restringida; e, es el vector de los

residuos de la regresion no restringida; o’ es la estimacion de la varianza del
error, ya sea en el modelo restringido, en el no restringido o en ambos. Este

estadistico tiene una distribucion asintotica ;(i—/ bajo la hipotesis nula, o sea la
que significa que g, = B;, que a su vez implica que no existe heterogeneidad

espacial.
6. A Modo de Conclusiones

Para aplicar a nuestras funciones heddnicas (véase: DEL REY, 2001 y
DEL REY, 2002) lo considerado en las secciones anteriores, debemos definir

nuestro concepto de vecindad, aplicable a este caso.

Una alternativa que resulta atractiva es dividir a la ciudad de Salta (o al

Departamento Capital, en su caso) en zonas, cuyos terrenos pueda
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considerarse que se encuentran en el mismo mercado inmobiliario. Notese que
esta division se realizaria mas con criterio econémico que geogréfico, pues
dos “zonas” pueden estar fisicamente separadas, pero tener terrenos que
compiten entre si. A tal fin se puede recurrir a un experto en negocios
inmobiliarios, como es el caso del Sr. Armando Romero Dondiz®. Una vez
zonificada el area de observacion, definimos como “vecinos” a los terrenos que

se encuentran en la misma zona.

Hecho esto, ya podemos definir nuestra matriz W, de la manera

acostumbrada, asignando los valores: w; =1 si los terrenos i y j son vecinos,
y w; =0 si no lo son. Esta matriz nos permitira aplicar el test | de Moran, u

otro que se considere conveniente, a fin de establecer si existe 0 no

dependencia espacial.

En cuanto a heterogeneidad, parece razonable suponer que, si existe
este fendmeno en nuestros datos, habra homogeneidad de relacién entre los
terrenos que estan en una misma zona de la ciudad (de las antes definidas), y

variacion de una zona a otra.

Podemos entonces particionar la matriz X, como se explica en la Sec.
5.2, poniendo en cada parte de ella las observaciones de cada zona, y aplicar

el test de Chow para ver si hay heterogeneidad.

Otro método que se nos ocurre es multiplicar la dummy de cada zona
(como las que empleamos en DEL REY, 2001 y DEL REY, 2002) por cada una
de las otras variables explicativas, e introducirlas en la regresion junto a esas
mismas dummies. El test de significacion del coeficiente correspondiente a
cada una de esas variables, con respecto a cero, nos dird si los parametros

varian o no de zona a zona. Esto sera factible si tenemos suficientes

> Quien colaboré con nosotros en trabajos anteriores. Véase DEL REY, 2001 y DEL REY,
2002.
13



observaciones, para no quedarnos sin grados de libertad. Pero ¢Se puede
multiplicar dummy por dummy, para este fin? Recuérdese que las variables
explicativas de nuestras funciones heddnicas son, en su mayoria, dicotomicas
(véase: DEL REY, 2001 y DEL REY, 2002).

Si de los test realizados surgen evidencias de que nuestros datos
presentan dependencia o heterogeneidad espacial, necesitaremos buscar el
modelo espacial que nos permita evitar los problemas que crean esos

fenébmenos.
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