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Resumen

Se considera un proyecto de inversion simple que tiene los siguientes pardmetros sobre los
cuales se realizan las siguientes hipotesis de trabajo: | > 0: Inversion inicial que se realiza
de una sola vez y se amortiza totalmente en N afios; N: Cantidad de afios de duracion del
proyecto de inversion en el cual se realizan las mismas actividades y se considera que la
compaiiia vende un solo producto con una tasa de crecimiento anual, A >0 : Amortizacion
anual (A=1/n); Q>0: Cantidad de unidades del producto vendidas en el primer afio;

C, > 0: Costo variable por unidad para producir el producto; p >0: Precio de venta por
unidad del producto con p>C,; C; >0: Costo fijo anual de la compania; t,, - Tasa del

impuesto a las ganancias (en tanto por uno); I : Tasa de descuento o costo de oportunidad
(en tanto por uno); g : Tasa de crecimiento anual (en tanto por uno) en la cantidad de uni-

dades vendidas por afio; Se desprecia la inflacion anual de precios. Se obtiene la expresion
explicita del Valor Actual Neto (VAN ) del proyecto de inversion en funcion de la variable
independiente Q y de las tasas 'y g . Se determina explicitamente el punto muerto (break

even point) financiero Q; = Q; (r, g) (es decir la cantidad de unidades vendidas Q que
hace que el VAN sea nulo) en funcion de los parametros restantes del problema |, n, C,,
(OF t, . P . En particular, se estudia su comportamiento respecto de la tasa de descuento I

y se demuestra que: (i) Cuando I es despreciable (es decir, cuando r tiende a cero) el
punto muerto financiero tiende a un valor que es inferior al punto muerto contable del pri-
mer afio cualquiera sea la tasa de crecimiento ¢ positiva; (ii) Cuando r coincide con

g el punto muerto financiero tiende a un valor que puede ser inferior o superior al

punto muerto contable del primer afio segin sea la relacion entre el costo fijo anual
C, y lainversion inicial | ; (iii) Cuando r es muy grande (es decir, cuando r tiende

a infinito) la grafica de la funcion Q, =Q; (r, g) tiene por asintota una linea recta
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que es la misma recta asintota cualquiera sea la tasa de crecimiento g positiva; en

este caso, se calculan ademas la pendiente (inclinacion) y la ordenada al origen de la
correspondiente recta asintota.

1. Introduccién

En el presente trabajo se considera un proyecto de inversion simple en el cual se realiza so-
lamente una inversion inicial | (flujo de fondo con signo negativo) y en los n afios de duracion
del mismo se tendran, en general, flujos de fondos de signo positivo.

Es muy importante la evaluacion del proyecto de inversion para poder conocer si el mismo
es o0 no es rentable. Existen varios criterios para la evaluacion [Machain, 2002; Sapag Chain,
2001] como son: el valor actual neto (conocido como VAN), la tasa interna de retorno (conoci-
da como TIR), el periodo de recuperacion de la inversion (conocido como PRI) y la rentabili-
dad inmediata (conocido como RI).

En este trabajo se utilizard el Valor Actual Neto o VAN como criterio de evaluacion. El
VAN es aquel que permite determinar la valoracion de una inversion en funcion de la diferencia
entre el valor actualizado de todos los cobros derivados de la inversion y todos los pagos actua-
lizados originados por la misma a lo largo del plazo de la inversion realizada. En otras palabras,
el VAN de un proyecto es igual a la sumatoria de los valores actuales (al momento cero) de to-
dos los flujos de fondos (negativos y positivos) que genera el mismo proyecto. La inversion sera
aconsejable si su VAN es positivo. La sumatoria de los valores actuales de los flujos puede pre-

sentar, en cuanto a su signo, tres situaciones, las que se interpretan a continuacion [Baker-Fox,
2003; Brealey-Myers, 1993; Reichelstein, 2000; Sapag Chain, 2001; Vanhoucke et al., 2001]:

(1) Un VAN positivo indica que:
e serecupera la inversion a valores nominales,
e se obtiene el retorno requerido sobre la inversion,
e se obtiene un remanente sobre el retorno requerido por el inversor.

(i) Un VAN negativo indica que:
e se puede o no cubrir la inversion a valores nominales,
e o cubre las expectativas de retorno del inversor,
e 1o se obtiene ninguin remanente.

(ii1)) Un VAN cero indica que cubre exactamente la devolucion del capital nominal mas el
retorno requerido representado por la tasa utilizada para descontar los fondos al mo-
mento 0. En términos “econdmicos-empresarios” no se “agrega” ni se “destruye” va-
lor.

La importancia del criterio del VAN puede apreciarse en [Cheng-Lin, 1998; Grinyer-Walker,
1990; Kim-Chung, 1990; Lan et al., 2003; Prakash et al., 1988; Stanford, 1989].

En el presente trabajo se estudia un proyecto de inversion con la existencia de tres variables
independientes (la cantidad de unidades Q a vender en el primer afio que aumenta anualmente

con una tasa de crecimiento ¢ ) y la tasa de descuento r que pueden hacer, segiin los valores
que adopten, que el proyecto sea viable o no. Por ende, el VAN serd una funcion de las varia-
bles Q y g. Es de mucha importancia encontrar el valor de la variable independiente Q que haga
que el correspondiente VAN sea nulo para una dada tasa de crecimiento g. Se define como

Punto Muerto Financiero (break even point) el valor de la variable independiente Q para el
cual el VAN es nulo.
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Planteo del problema, hipétesis y resultados obtenidos. En el proyecto de inversion a estudiar

se tienen los
[ ]

siguientes parametros:
| : Inversion inicial. Se considera un proyecto de inversion simple que tiene una
inversion inicial que se realiza en el afio cero (antes del comienzo del afio 1 corres-

pondiente al primer afio del desarrollo del proyecto de inversion). Dimension: [I]
=$;

n: cantidad de afos de duracion del proyecto de inversion (2 <n). Dimension: [n]
=1;

A: Amortizacion anual. Es la parte anual de la inversion que permite bajar (mejo-
rar) el pago de impuestos a las ganancias. Dimension: [A] =3;

Q,: Cantidad de unidades del producto vendidas en el afo t. Se define Q=0Q,.
Dimension: [Q,] = # unidades;

p : Precio de venta unitario al que la Compaiiia vende cada producto. Dimension:
[p] = $/unidad ;

C,: Costo variable por unidad para producir el producto. Dimension: [CV] =
$/unidad ;

C, : Costo fijo anual de la Compaifiia. Dimension: [Cf ] =§;

t;, - Tasa del impuesto a las ganancias (en tanto por uno). Dimension: [tig} =1;

I : Tasa de descuento o costo de oportunidad (en tanto por uno). Dimension: [r] =
1;

g : Tasa de crecimiento (en tanto por uno). Dimension: [g] =1;

t: Referente al afio t (t=0,1,...,n). Dimension: [t] = 1.

En [Fernandez Blanco, 1991] se realiza un estudio del VAN de un proyecto de inversion en
funcion de la tasa de descuento r; se demuestra que el VAN de un proyecto de inversion en
funcién de la tasa de descuento I es una funcion estrictamente decreciente y convexa. Dicho
estudio no es completo y fue ampliado adecuadamente en [Tarzia, 2007] realizando un analisis
del punto muerto financiero, respecto de la variable Q, en funcion de la tasa de descuento r,

ademas de un andlisis de sensibilidad para el caso de crecimiento nulo g =0. En el presente

trabajo se generalizard el estudio anterior considerando que la empresa tiene un crecimiento
anual constante en las ventas dada por una tasa ¢ positiva.

En el proyecto de inversion simple se consideraran las siguientes hipdtesis de trabajo:

Toda la inversion | se realiza de una sola vez y en el afio 0;
La inversion inicial se amortiza totalmente en N anos, con lo cual la amortiza-
cion anual estd dada por:

A=t

n

Se desprecia la inflacion anual de precios;
En los n periodos de tiempo de duracion del proyecto de inversion se realizan
las mismas actividades, excepto que se indique lo contrario;
Se considera que la compaiiia vende un solo producto (el cual lo podria producir
o comprarlo para luego revenderlo);
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e Se considera que la compaiiia vende el producto con un crecimiento anual en la
cantidad de unidades vendidas dado por la tasa de crecimiento g ;

e Se supone que el precio de venta del producto es mayor que el correspondiente
costo variable de produccion, es decir

p>C,.

El objetivo de este trabajo es el de obtener la expresion explicita del VAN del proyecto de
inversion en funcion de la variable independiente Q, para una dada tasa de crecimiento g y una

dada tasa de descuento r, en cuyo caso serd VAN (Q) o segun sea el caso VAN (Q, r, g). Tam-
bién se determinara explicitamente el punto muerto financiero Q, (cantidad de unidades vendi-
das Q que hace que el VAN sea nulo) en el proyecto de inversion simple en funcion de los pa-
rametros restantes del problema (1,n,C,,C, ,p ) A ). En particular, se estudiard matema-
ticamente (analitica y graficamente) su comportamiento respecto de la tasa de descuento r en

funcion del parametro principal de crecimiento g . Se demostrara que:

(1) Cuando la tasa de descuento r es despreciable (es decir, cuando r tiende a ce-
ro) el punto muerto financiero Q; =Q, (r, g), para la variable de cantidad Q,

tiende a un valor que es inferior al punto muerto contable (el valor de Q que anu-
la el Beneficio antes de Impuestos BAT) del primer afio cualquiera sea la tasa de
crecimiento g positiva;

(i) Cuando la tasa de descuento r coincide con la tasa de crecimiento ¢ el punto
muerto financiero Q, =Q; (g, g), para la variable de cantidad Q, tiende a un

valor que puede ser inferior o superior al punto muerto contable del primer afio
segln sea la relacion entre el costo fijo anual C; y la inversion inicial | ;

(ii1) Cuando la tasa de descuento r es muy grande (es decir, cuando r tiende a infi-
nito) la grafica de la funcion Q, =Q; (I’, g) tiene por asintota una linea recta

que es la misma recta asintota cualquiera sea la tasa de crecimiento g positiva;

en este caso, se calculan ademas la pendiente (inclinacion) y la ordenada al ori-
gen de la correspondiente recta asintota.

2. Proyecto de inversion dependiente de la variable cantidad Q
Se supone que en cada afio (i=1,2,...,n) se realizan las mismas operaciones, es decir que
los pardmetros p, C,, C,, r, g, t;, son constantes durante los n afios de duracion del pro-

yecto de inversion excepto que la cantidad de articulos vendidos se incrementa por afo de
acuerdo a la tasa de crecimiento g, es decir que Q, =Q (1+9)"”" donde t representa el afio en

cuestion. Para cadaano t (t=1,2,...,n) se tiene:

Afo t
Ingresos (precio por cantidad) pQ
Costos variables C,Q
Costos fijos C;
Amortizacion A= !

n
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Beneficios antes de impuestos ( BAT ) BAT, = pQ,-C,Q,-C
:(p—Cv)Qt -C,-A

Impuesto a las Ganancias (IG en $) IG, =t [( p-C,)Q -C, - A]
Beneficio Neto

(BN =BAT —1G en $) BN, = (1-t,)[ (P—C,)Q —C; - A]
Flujo de Tesoreria Neto

(F=FTN=BN+Aens$) F=0-t)[(p-C,)Q-C,-A]+A

= (1-t)[(p—-C,)Q —-C; |-(1-t, ) A+ A
= (l_tig)I:( p_Cv)Qt -C, :|+tigA
= (1-t,)(p-C,)Q(1+9)' -C,(I-t,)+t, A

1
(1+1)

Factor de descuento para el afio t

Teniendo en cuenta que la inversion | se realiza en el periodo 0 se tiene que el correspon-
diente VAN (con dimension [VAN ] = $) del proyecto de inversion simple viene dado por —I

mas los valores actuales de todos los flujos de fondos F, obtenidos en cada afio t variando t
desde 1 a n, es decir [Villalobos, 2001]:

_ <K
VAN (Q) = I+;(1+r)t
——1+(-t,)(p-C,) Z(Hg) . Ht,A—C 1-t)) Y —

(1+r) (1+1)

1_(1+gjn
1 1 1+r
e J0le-c jo i
n ==1+[tA=(1-4,)C, | 1D+Q1-t) (p=C,) (1. 0)
=h+mQ ,

expresion que resulta ser una funcidén afin de la variable Q (la representacion grafica de
VAN (Q) es una recta en la variable Q) donde se han definido h=h(r) (ordenada al origen de

la recta en funcion del parametro tasa de descuento r)y m=m(r,g) (pendiente de la recta en
funcidn de los parametros tasas de descuento r y de crecimiento g ) de la siguiente manera:

) h=h(r) = =1+ f(n)|t,A-(1-1,)C; |

(3) m:m(r,g)=(p—CV)(1—tig)<I>(r,g)>O,

donde las funciones reales f = f(r) y @ = ®(r,g)estan definidas de la siguiente manera:

@ f(r)—}[ —(le)n} £>0,
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1_(1+g)”
l+r) 1 f[r—g

&) d(r,g) = =
r-g 1+g I+g

j, r-0, g>o,

y las correspondientes dimensiones son:
(6) [h(n]=8$, [m(r,9)] =$/unidad , [f(n]=[®(r,9)]=1.
Teniendo en cuenta que el punto muerto financiero Q; =Q, (r,g) esta definido como el va-
lor de Q que anula el VAN (Q) , s¢ obtiene:
VAN(Q;)=0 < h(n+m(r,g)Q, =0

es decir:
- o - 0 _ 1(0-)C A TM  arg)
© Tmng) r—g)(p-C,)(1-t,)
(1-t)C, —t A f Tre g

De (7) surge que el punto muerto financiero Q,, en funcion de las tasas de descuento r y de

crecimiento ¢, viene dado por la siguiente expresion:

®) anm=w+aun}4f%r
)

I+g

donde los coeficientes reales a y b estan definidos por:

Cf —tig [Cf +:J
9 —
® "= hc)i,)

(10) b =

cuyas dimensiones son:

(11) [Qf (r,g)]z# unidades , [a] =# unidades, [b]=# unidades .

Teniendo en cuenta el punto muerto financiero Q; el VAN(Q) =VAN(Q,r,g), dado por (1),

se puede expresar de una manera equivalente dado por:

(12) VAN(@Q,r,g)= -1+ f(r)[tigA—(l—tig )C, }+q>(r, 9)(p-C,)(1-,)Q
=m(r,g)[Q-Q, (r.g)]

con lo cual se ha expresado el VAN en funcion de la variable independiente Q, de los parame-

tros tasas de descuento r y de crecimiento ¢, y del punto muerto financiero Q,(r,g), obte-

niéndose la siguiente propiedad.

Teorema 1:

Para el proyecto de inversion se tienen las siguientes propiedades:
(1) El VAN, en funcién de la variable independiente cantidad de unidades vendidas Q en el

primer afo, viene dado por (1) donde la ordenada al origen h=h(r) y la pendiente m=m(r,g)
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estan expresadas por (2) y (3) respectivamente donde f = f(r) y ®(r,g) son las funciones
reales definidas por (4) y (5) respectivamente.
(i1) El punto muerto financiero Q; respecto de la cantidad Q estd dado, en funcién de la tasa de

descuento r y de la tasa de crecimiento ¢, por la siguiente expresion:

r-g a
13 r,g)=>1+g)F b+
(13) Qi(r,g)=01+9) {ng( F(r)j
donde la funcion real F = F(r) (con dimension [F(r)] = 1) esta definida por
1
14 F(ry=——, r>0,
(14) D=1 ">

y los coeficientes a y b estan dados por las expresiones (9) y (10) respectivamente.
(iii) EI VAN(Q,r,g) también puede calcularse, en funcion de Q; =Q,(r,g), por la expre-
sion (12). m

Observacion 1:
Se puede observar que el signo del VAN(Q,r,g), en funciéon del punto muerto financiero
Q;(r,9), viene dado por:
>0 Q>Q(r,9)
VAN(Q.r.g)1=0¢Q=Q,(r.0) -
<0<=0<Q<Q(r,9).

A los efectos de estudiar matematicamente el comportamiento de la funcion VAN (Q, r, g) se

necesita previamente conocer el comportamiento de las funciones f(r) y F(r) definidas por
(4) y (14) respectivamente las cuales tienen las siguientes propiedades:

Teorema 2:

(1) La funcion f = f(r) es una funcion estrictamente decreciente y convexa (concava hacia
arriba) de la variable tasa de descuento r con las siguientes propiedades:

(15) £(0") =n>0, f(+0) =0,
(16) IO~ iy = —— B0, wr>0
dr r’(1+r)
(17) f'(0") = —n(n;l), f'(+w0) =0,
(18) f(r) = L)Mw, V>0
r’(1+r)
(19) £7(0") = ”(n”g(n”), £7(+00) = 0

donde las funciones reales G=G(r) y H =H (r) ( con dimensiones [G(r)] = [F(r)] =1)

estan definidas por:
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(20) G(r)=(1+r)" =1=(n+1)r, r>0

(21) H(r):2(1+r)"+2—2—2(n+2)r—(n+1)(n+2)r2, r>0
que tienen las siguientes propiedades:

(22) G(07)=0, G(+w)=+w, G(r)>0, Vr>0

(23) H(07)=0, H(+00) =+, H(r)>0, Vr>0.

(i) La funcion F =F(r), definida en (14), es estrictamente creciente y tiene en I =400 una
asintota oblicua dada por la ecuacion y =r (recta de pendiente 1 y ordenada al origen 0) y tiene
ademas las siguientes propiedades:

1

(24) F(O*):H, F (+o0) = 40,
(25) %< F'(0) =%(1+%j<1, vn>1
2_
26) F"(07) = ”6n1,
(27) O<F(r)—r<%,Vr>0,Vn>1.
Demostracion. Ver [Tarzia, 2007]. m

Se define el Punto Muerto Contable Q, (con dimensién [Q,]=# unidades) como el valor

de Q que anula el Beneficio antes de Impuestos BAT, en el primer afio, el cual viene dado por la
siguiente expresion:
BAT,(Q.)=0 < (p-C,)Q.-C,-A=0<

(28) Q. = S P

Teorema 3:

El punto muerto financiero Q, =Q; (r, g) , dado por (8) 6 (13), es una funcién estrictamente

creciente de la tasa de descuento I y tiene las siguientes propiedades:

f )9 0.0 = 4+
(29) Qf(o,g)—(l+g)n_1Qc<Qc,Qf(+ ,g)=+0, Vg>0,
0Q;
(30) (r,g)>0, vr>0, vg>0.

or

Ademas, para cada valor g >0, la curva y=Q,(r,g) tiene en I =+oo una asintota oblicua

dada por la recta de ecuacion
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(31) y=a+br

que tiene pendiente b >0 y ordenada al origen a, definidos en (10) y (9) respectivamente. La
recta asintota es independiente de la tasa de crecimiento g > 0.

Demostracion.

Debido a las propiedades de la funcion f = f(r) o en su defecto de la funcion F =F (r) obte-

nidas en el Teorema 2, se tiene el siguiente resultado:

(32) Q, (0", 9) =1imQ, (r,9)

it
B ) r-g ) 1+g9
_b(1+g)1rl£%F[1+g]+a(l+g)lr1ir01 F(D)

_ bye(__9 |__ ng _Q
_n(1+g)(a+njF( 1+9J (1+g)“—1Q° fl(g)<Q°’ vg>0

pues las funciones reales f, = f (x) y f, = f,(x), definidas por:

(33) fl(x):ﬂL)n_l, x>0,
nx

(34) f,()=1+1+x)"" ((n-Hx-1), x>0,

tienen las siguientes propiedades:

(35) f(0")=1, f,(+0)=+oo,
(36) ﬂ(x):l’?w, x>0,
dx nx
(37) f,,(0)=0, f,(+0) =00,
(38) %(x):n(n—l)(Hx)n2 >0, x>0.

Por otro lado, se tiene la propiedad siguiente:
(39) Q; (+o0,9) = lim Q, (r,g) =a+bF (+w) =+
Ademas, como la curva y=F(r) tiene en r =+oc0 una recta asintota oblicua de ecuacion

y=r entonces la curva y=Q,(r)=Q,(r,g), con pardmetro ¢, tendrd en r =-+co una recta

asintota de ecuacion y =a+br pues:

@) tim 29y [p 10T

S TN
I+g 1+g
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(41) lim [Q, (r,g)~br] =1lim| b s SN S o S
r—+w r—oo f E f E
I+g I+g

b+an)—brf[r_g]
I+g r

f(r—gJ r
I+g

(i)
_(1+9) br+arfU)—br?——lig— =a

_r—m - ’ -
rf(rgj I+9
l+g

=lim| (1+g)

Observacién 2:

La propiedad (29) ofrece una interesante propiedad contable-financiera: el limite del punto
muerto financiero, en un proyecto de inversion con crecimiento, para la cantidad de unidades
vendidas cuando la tasa de descuento tiende a cero (es decir, con tasa de descuento despreciable
o muy baja) da un valor que es inferior al punto muerto contable para la cantidad de unidades
vendidas, siendo el ultimo valor el que se obtiene cuando se considera que la tasa de crecimiento
es nula [Tarzia, 2007]. m

Observacién 3:

El punto muerto financiero del proyecto de inversion simple, con tasa de crecimiento g >0, en
funcion de la tasa de descuento r estd representado por una funcidn estrictamente creciente

y=Q;(r,g) que parte en r=0 del valor Q, (0*, g) =% <Q,. (inferior al punto muerto
19

contable) y en r =+o0 tiende asintoticamente a la recta de ecuacion y =a+br donde los coefi-

cientes a y b estan definidos en (8) y (9) respectivamente. m

La ordenada al origen a de la recta asintota (31) presenta la siguiente equivalencia:

n{l-t
(42) a0 o L nd7t)
c. t

ig
es decir que el coeficiente a es positivo (negativo) cuando el cociente entre la inversion inicial
| y el costo fijo anual C, es pequeiio (grande).

Por (29) se sabe que la curva punto muerto financiero parte en r =0 de un valor que es infe-
rior al punto muerto contable cualquiera sea la tasa de crecimiento ¢ positiva. Ahora, se puede

obtener otra precision en el caso en que el parametro a sea positivo.

Lema 4:

Si a > 0 entonces se tienen las siguientes equivalencias:
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(43) Q(07,9)>a = 0<g<g, ,
(44) Q(0",g9)=a <« 9=9,
(45) Q;(0",g9)<a = g>9,

donde g, >0 es la tasa de crecimiento que esta definida como la Unica solucion positiva de la
ecuacion siguiente:

(46) F0=1+2,  x>0.
na
Demostracion.
Se tiene la siguiente equivalencia:
(47) Q=2 & % ca o f==1+Ls1,
fl(x) a na

de la cual se deduce la ecuacion (46) y por ende la equivalencia (44). Teniendo en cuenta las
propiedades (35) y (36) de la funcién f, = f (X) se deduce que la ecuacion (46) tiene una unica

solucion positiva que se denotard ¢,. Luego, por la propiedad (36), se deducen también las

equivalencias (43) y (45). .

A continuacion, se estudiara el VAN como una funcion real de tres variables independientes:
la tasa de descuento r, la tasa de crecimiento g y la cantidad de unidades vendidas Q en el

primer afio.

Teorema 5:

(i) La funcion real h=h(r) tiene las siguientes propiedades:
(48) h(07) = —(1-t,)n(A+C, ) <0, h(+®) = -1 <0

y es estrictamente creciente (decreciente) cuando At <C; (l—tig) (Atig >C, (l—tig )) En el

caso particular At = C; (1 —tig) se tiene que h=h(r) es una funcion constante de valor h(r)

=—-1<0, Vr>0.
(i1) La funcion real VAN de las tres variables independientes Q, r y g estd dado por la si-

guiente expresion:

(49) VAN(Q,r,g) =h(r)+m(r,g)Q =m(r,g)[ Q-Q, (r.9) ]

=1+ (N[ t,A-(1-t,)C, [+0(r.9)(p-C,)(1-4,)Q,

donde las funciones h=h(r), m=m(r,g), f=f(r) y ®=®(r,g) estan definida en (2), (3),
(4) y (5) respectivamente.

(ii1) VAN (Q, r, g) es una funcidn estrictamente creciente en la variable Q, estrictamente decre-

ciente en la variable r y estrictamente creciente en la variable g asumiendo para los valores
extremos de Q, r y g las siguientes expresiones:
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(50) VAN (Q,+0,g) = lim VAN (Q,r,g)=~1<0, VQ,g >0,
(51) VAN (Q,0%,9) = lim VAN (Q,r.g) = n(p—CV)(l—tig)[Q— f%g)j’ vQ,g>0,
r— 1
(52) VAN (+0,r,g) = lim VAN (Q.r,g) = +00, Vr.g >0,
(53) VAN (07,r,g)= 1im VAN (Q,r,g)=h(r), Vr,g >0,
Q0"
(54) VAN (Q,r,+») = lim VAN (Q,r,g) =+, VQ,r >0,
g—>+o0

(55) VAN (Q,r,0+):glirgVAN (Q.r.g)= Q(p-C,)(1-t,) F(N(Q-Q,(n), ¥Q.r >0,

donde Q
funcién real definida en (2) y Q,(r) es el punto muerto financiero para el mismo proyecto de

. es el punto muerto contable definido en (28) para crecimiento nulo, h=h(r) es la

inversion con crecimiento nulo (g = 0) dado por la siguiente expresion:
(56) Q; (r)=a+bF(n), r>o0,
donde F = F(r) es la funcion real definida por (14).
Demostracion.
La derivada de la funcién h =h(r) viene dada por:
(57) h(r) = [cf (1-t,) - At, }% vr >0
donde G =G(r) esta definida en (20).
El signo de h'(r) depende del signo de [Cf (1—tig)— AL, ], el cual sera positivo (es decir h
es estrictamente creciente en I') cuando At, <C, (l—tig) y sera negativo (es decir h es estric-
tamente decreciente en r) cuando At >C, (1 —1, ) . En el caso particular en que se tenga

AL, =C; (l—tig) se deduce que h'(r) =0, Vr>0 con lo cual h(r) es una constante Vr >0

dada por h(r) = —1I.
Las propiedades restantes surgen de los resultados obtenidos previamente y del analisis ma-
tematico de funciones reales. Méas detalles pueden verse en [Tarzia, 2007]. En particular, las

derivadas parciales de VAN (Q, r) respecto de las variables Q, r y g vienen dadas por las si-

guientes expresiones:

(58) %(Q,r,g):m(r,gbo, vQ,r,g>0,
OVAN P ]
(59) ar (Qar:g)_Q(p Cv)(l 1:ig)f (14‘9}

+C; (1-t, )= Aty | (N <0, ¥Q,r,g >0 cuando a<0,
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(60) NN (Q.r.9)=Q(p-C,)(1-t,)

oD
og _(

r,g)>0, vQ,r,g >0,
o 9) Q.r.g

con lo cual el VAN es una funcion estrictamente creciente en la variable cantidad de unidades
vendidas Q, estrictamente decreciente en la variable tasa de descuento I y estrictamente cre-

ciente en la variable tasa de crecimiento ¢ . m

Observacion 5:
En el Teorema 5 se mostrd que el comportamiento de crecimiento o decrecimiento de la funcion
real h=h(r) esta supeditado al signo de la expresion:

(61) C, (1-t,)-At,.

Cada término puede interpretarse de la siguiente manera:
e  At,: es el ahorro impositivo anual debido a la amortizacion A=1/n de la inversion 1 ;

e C, (1 -t ) : es el verdadero costo fijo anual después de pagar impuestos a las ganan-

cias. m

A continuacion, se estudiard el comportamiento del punto muerto financiero Q,; =Q, (r,9)

cuando la tasa de descuento r tiende a la tasa de crecimiento ¢ .

Teorema 6:

Cuando la tasa de descuento r tiende a la tasa de crecimiento g entonces el punto muerto fi-
nanciero Q; =Q,(r,g) tiende a un valor que puede ser inferior o superior alpunto muerto con-
table del primer afio Q, seglin sea la relacion entre el costo fijo anual C; y la inversion inicial

| . Mas atin, se tiene que:

(62) Qf(g,g)zlrifngf(r,g)ch f4(g),
donde la funcion real f, = f,(X) esta definida por la expresion siguiente:
(©3) 00 =10 200 s,

b+na

con la funcion f definida en (4), n es la cantidad de afos de duracion del proyecto de inversion
y los parametros a y b estan definidos en (9) y (10) respectivamente.

Demostracion.
Si se realiza el limite r — g en la expresion (13) se obtiene (62) donde f, viene definida por

(63). La funcién real f, = f,(X) tiene las siguientes propiedades:

(64) f,(0) =1, f,(+0)=400, f,(X)>0,¥x>0,
df, . b _h(n-Da
(63) dX(O)_b+na(l 2b ]

Ademas, se tiene que:
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fs (%)
(b+na)x*(1+x)"

df,
(66) 00 -

donde la funcion real f, = f;(X) estd definida por:

(67) fs(x):bx2(1+x)“+a[1+nx—(1+x)”], x>0,
y posee las siguientes propiedades:
(68) f,(07)=0, f (+0)=+o,
2
(69) %(W):O, d—z‘(0+)=2b—n(n—1)a.
dx dx
Por otro lado, se tienen las siguientes equivalencias:
t + 2
(70) d_];(0+)>() o M<1 _f<$,
dx 2b I n(l-t,)
t,+ 2
2 _ C i _
(71) d_]:l(0+)<0 o Nn-ba_ ., S5 " n-1
dx 2b I n(l-t,)

Teniendo en cuenta las propiedades anteriores se deducen las siguientes propiedades para las
funciones f, y fi:

1) Si a<0 entonces f,(X)>0,V¥x>0 y por ende se tiene que f, es una funcion estrictamente
creciente con f,(X)>1,Vx>0.
2) Si a> 0 entonces se tienen dos casos posibles de comportamiento:

(i)Si 0<a<—22
n

entonces f (Xx)>0,vYX>0 y porende f, esuna funcion estricta-

mente creciente con f,(X)>1,Vx>0.

(i1) St a> D) entonces existe X; >0 unico cero positivo de la funcion f;, es decir
nn-
solucion de la ecuacion:
(72) f;(x)=0, x>0,

de manera que f,(X) <0 en el intervalo (0,X;) y por ende f, es una funcioén estrictamente de-
creciente en el intervalo (0,X,) y estrictamente creciente en el intervalo (X,,+00) . Ademads, se

tiene que f,(X)>1en el intervalo (X,,+o) donde X, (> X,) es la solucion de la ecuacion si-

guiente:
(73) f,(x)=1, X> X .
Por lo tanto, se tienen las siguientes conclusiones:
C, +21 Q(9.9)
(74) Tf<ﬁ = fQ—C=f4(g)>1,
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2 <1 si ge(0,x,)
¢, SWtiTi . Q9 | 6
(75) T>W = Q—: f4(g) =1 si g =X ,
9 ¢ >1 si ge(X,+o)
con lo cual se deducen los resultados de la tesis. m

Observacion 6:
C
Se resalta que el resultado del Teorema 6 depende del valor de la razén Tf entre el costo fijo

anual C, y la inversion inicial | . =
Se puede observar que el punto muerto financiero Q, =Q,(r,g), como funcién de la sola

variable tasa de descuento r, tiende asintdticamente a la recta y =a+br por valores inferiores
cuando  — o si bien la grafica puede partir de valores superiores a la recta en el punto inicial
r=0. Por ende, resulta de gran interés estudiar cuando la curva Q, corta a la recta asintota y

como se comporta la tasa de descuento de corte I, en funcion de la tasa de crecimiento .

Lema7:

La tasa de descuento I, de la interseccion de la curva Q, vsr con la recta asintota y =a+br

esta dada por la solucidn de la ecuacion siguiente:

(i)
(76) (a+bx)bi +g, x>0.

raf(x)

donde g >0 es un parametro. m

3. Célculo numérico de un proyecto de inversion simple

A continuacion se realizaran los calculos numéricos correspondientes al siguiente ejemplo:
Se consideran los siguientes datos del proyecto de inversion simple:

e Inversion inicial: | = 150000 ($);
e Cantidad de anos de duracion del proyecto: n = 10;
e Amortizacion anual: A = 15000 ($);

e Precio de venta por unidad: p = 3,70 ($/unidad);

e Costo variable de produccion por unidad: C, =3,00 ($/unidad );
e Costo fijo anual: C, =30000 ($);

e Tasa del impuesto a las ganancias: t,, = 0,35 (35%);

e Tasa de descuento o costo de oportunidad: r =0,10 (10 % anual);
e Tasa de crecimiento: g = 0,03 (3 % anual).

Teniendo en cuenta los resultados tedricos obtenidos en la seccion anterior se tienen los si-
guientes valores:
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C —t,(Ci+A)  30000-0,35(30000+15000) 14250

a= = = = 31318,68
(p-C,)(1-t,) (3,70-3)0,65 0,455
- ! _ 150000 _ 150000 _ 150 1s
(p-C,)(I-t,) (3,70-3)0,65 0,455
C,+A
g < C1tA_, b 30000415000 _ 45000 _ (\oos oy
p-C, n 3,70-3 0,70

ty A= (1-t,)C; =—C, +1t, (C, + A)=-14250

f:f(r):l{l— ! }: ! [1— 110}6,14 . F(n=——=0.16
rl a+n"| o10| (1,10 f(r)

h=h(r)=-1+ f(r)[tigA—(l—tig )C, ] = —237560,08

f(g)=4r9 =15, g, = 0,1522
ng

)|
or,g)=— ) | f(r_g)zé,ézs
r-g 1+g9 I+g

m=m(r,g)= (p-C,)(1-ty)d(r,g)= 3,13

+ ng
Qs (0 ,g):ch = 56.076,75

_ _ r-g a |__ hr) _
Q —Qf(r,g)—(l+g)F(1+gj(b+F(r)j— v 75.846,92

VAN (Q.r.g)=h(r)+m(r,g)Q=m(r,g)[ Q-Q, (r.g) |=3,13(Q-75.846,92).

En la Figura 1 se pueden apreciar las graficas del punto muerto financiero Q, =Q,(r,9),
como funcidn de la sola variable tasa de descuento r para g =3% anual, el punto muerto finan-
ciero Q, =Q, (r)=Q,(r,0) para g =0 (crecimiento nulo) y la recta asintota y =a+br .

Por otro lado, se puede apreciar que la tasa de descuento I, , dada como la interseccion de la
curva Q; vsr con la recta asintota y=a+Dbr, es una funcion estricamente decreciente de la

variable tasa de crecimiento g segun el grafico presentado en la Figura 2.



XXIX Jornadas Nacionales de Administracion Financiera

253

Figura 1: Gréficasde y =Q, (r;0.03), y=Q,(r,0), y=a+Dbren funcién de latasa r
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—=— Recta Asintota
Punto Qf(r) (g=0)

0,2 04 0,6 0,8 1
Tasade Descuento r

1,2

Figura 2: Gréaficade r, vs ¢
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4. Conclusiones
Para un proyecto de inversion simple se ha obtenido:

e la expresion explicita del VAN de un proyecto de inversion simple en crecimiento en
funcion de la variable independiente Q de unidades vendidas en el primer afio, para

una dada tasa de crecimiento ¢ y una dada tasa de descuento r;

e la expresion explicita del punto muerto financiero Q, =Q; (r, g) (cantidad de unida-
des vendidas en el primer afio Q que hace que el VAN sea nulo) en el proyecto de in-
version en funcion de los parametros restantes del problema (1,n,C, ,C,, p,t,,r.g)

y se estudio analiticamente su comportamiento respecto de la tasa de descuento ren
funcidn del pardmetro principal de la tasa de crecimiento g ;

e que el punto muerto financiero Q; =Q; (r, g) tiende a un valor que es inferior al

punto muerto contable del primer afio Q, cuando la tasa de descuento r es desprecia-
ble (es decir, cuando r tiende a cero) cualquiera sea la tasa de crecimiento g positi-
va,

e que el punto muerto financiero Q, =Q; (g, g) tiende a un valor que puede ser infe-

rior o superior al punto muerto contable del primer aflo Q, cuando la tasa de descuen-
to r coincide con la tasa de crecimiento g segun sea la relacion entre el costo fijo
anual C, y la inversion inicial | ;

e que la grafica de la funcion Q; =Q; (r, g ) , para un dado valor de g, tiene por asinto-

ta una linea recta cuando la tasa de descuento r es muy grande (es decir, cuando r
tiende a infinito) y que dicha recta asintota es la misma recta cualquiera sea la tasa de
crecimiento ¢ positiva; en este caso, se calculan ademads la pendiente (inclinacion) y

la ordenada al origen de la correspondiente recta asintota. =
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