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Resumen
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Introduccion

Las finanzas en la actualidad han alcanzado un grado de desarrollo tal que
muchos la consideran una ciencia en si misma.

Como toda ciencia, se ha definido y (sigue en plena evolucién) un método de
estudio sistematico y riguroso que permite estudiar esta apasionante disciplina
con una rigurosidad antes impensada. En este contexto de gran desarrollo, una
de las herramientas que aparecen dentro de las mas eficientes para el abordaje
financiero es el calculo estocéstico.

El calculo estocéstico es un area dentro de la matematica que estudia entre
otras cosas las ecuaciones diferenciales estocasticas. Que no es mas que las
ecuaciones diferenciales de siempre, solo que ahora en vez de encontrar una
solucion determinista a un problema deterministico, se hallan soluciones alea-
torias (con alguna probabilidad asociada) a un problema también aleatorio.

El objetivo de este trabajo es tratar de manera introductoria algunos con-
ceptos matematicos relacionados con el analisis estocastico que permiten apli-
caciones en el area de finanzas, especificamente la valuacion de opciones.

En la seccién 1, se enuncia una serie de definiciones, propiedades y teo-
remas que se usan fuertemente para justificar resultados de otras secciones
subsiguientes.

En la seccién 2, se trata de asociar un adecuado modelo matematico a
algunos de los conceptos financieros mas relevantes para construir una base
sobre la que apoyar e interpretar los resultados de la seccién 3.

La seccion 3 presenta los modelos de valuacion de opciones, para el caso
americano y europeo. Para lo que se usa todos los resultados de las secciones
anteriores.

Cabe destacar que el contenido y la estructura de este trabajo esta fuer-
temente basado en el capitulo en el libro Stochastic Differential Equations de
Bernt ¢ksendal [?]



1.

1.1.
. Una filtracién (en (2, F)) es una familia M = {M;};>¢ de o-dlgebras

Algunas propiedades, definiciones y teore-
mas

Definiciones

M, C F tal que
0<s<t =M,CM,

Un proceso estocastico {M;};>¢ en un espacio de probabilidad (w, F, P)
se llama una martingala respecto de la filtracién { M, };>¢ ( y con respecto
a P) si
i M; es M;-medible para todo t.
ii E[|M;|] < oo para todo t.
iii E[Mg| M| = M, para todo s >t
Sea B; un proceso de movimiento browniano 1-dimensional en (w, F, P).

Un proceso de It (o integral estocéstica) es un proceso estocastico X
en (w,F, P) de la forma

t t
X = X +/ u(s,w)ds +/ v(s,w)dBs, (1.1.1)
o 0

tal que
t
P[/ |u(s,w)|ds < oo para todot >]0 =1 (1.1.2)
0

Una medida () ~ P tal que el proceso normalizado Y(t)te[o,ﬂ es una
martingala respecto de () se llama una medida martingala equivalente.

Un pago contingente es una variable aleatoria acotada inferiormente
f}m)-medible F(w) € L*Q). Significa que en el tiempo T se nos pa-
gard la cantidad F(w).



1.2.
1.

2.1.

Resultados

Sea F' una variable aleatoria F;m)—medible y sea B(t) un movimiento
browniano m-dimensional. Existe ¢ € W™ tal que

F(w):/0 o(t,w)dB(t) (1.2.1)

Suponga que un proceso u(t,w) € V"™(0,T) satisface la condicién

E [exp (% /OTuz(s,w)ds>] < 00 (1.2.2)

Definimos la medida @) = @), en ]—"}m) por

dQ(w) = exp (- /0 Tu(t,w)dB(t) - % /0 Tﬁ(t,w)dt] dP(w) (1.2.3)

Entonces

B := /tu(s,w)ds + B(t) (1.2.4)

es una ft(m)—martingala respecto de Q vy F € LQ(]-"t(m),Q) tiene unica
representacion

F(w) = Eo[F] + /0 o(t,w)dB(t), (1.2.5)

donde ¢(t,w) es un proceso ft(m)—adaptado, (t, w)-medible m-dimensional
que verifica que

Eq [/OT ngQ(t,w)dt} < 00 (1.2.6)

Conceptos financieros

Definiciones

. Un mercado (matemético) es un proceso de It6 (n + 1)-dimensional

X(t) = (Xo(t), Xa(t),..., Xp(t); 0<t < T ﬁ(m)fadaptado. Asumimos
que este proceso tiene la forma

dXo(t) = p(t,w) X, ()dt; Xo(0) = 1 (2.1.1)
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AX,() = p(t,w)dt + X7, 035t w) DB (1)
= p;(t,w)dt + o;(t,w)dB(t); X;(0) = x;

donde o; es la fila ¢ de la matriz [o;] den xm; 1 <i<neN.
. El mercado {X ()}, 1 se dice normalizado si

. Un portafolio en el mercado {X (?)}c( 1) €s un proceso estocdstico (¢,w)-

medible, (n + 1)-dimensional y ]:,fm)fadaptado
O(t,w) = (Op(t,w),01(t,w),...,0(t,w)); 0<t<T (2.1.2)

. El portafolio 0(t) se dice auto financiado si

| 11 Xots) + 6o+

+Z ZG §)ai; (s ]}d3<00 a.s (2.1.3)

’ dV(t) = 0(t) - dX (¢) (2.1.4)

es decir

ww:wm+/mng@mm6mﬂ (2.1.5)

. El valor a tiempo t del portafolio §(t) esta definido por
V(t,w) = VO(tw) =0(t) Ey (2.1.6)

donde - significa el producto interno en R™. X(t) = 1.

. Un portafolio 6(t) que satisface 77 y que es auto financiado se dice admi-
sible si el proceso de valor correspondiente V(t) es acotado inferiormente
en casi todo punto (¢,w). Es decir que existe K = K () < oo tal que

VO(t,w) > —K para casi todo (t,w) € [0,T] x w. (2.1.7)

Esta restriccion ?7? refleja la condicion natural en las finanzas reales que
impone un limite a la deuda que los acreedores pueden tolerar.
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7.

2.2.

. Supongamos que existe una medida () en fi(pm) tal que P ~ @ y que el

Pago contingente es una variable aleatoria acotada inferiormente f;m)—
medible F'(w) € L*(Q). Significa que en el tiempo T se nos pagara la
cantidad F'(w).

Decimos que un pago F'(w) es alcanzable (attainable) en el mercado
{X(t) }seppm si existe un portafolio admisible #(¢) y un numero real z tal
que

Flw)=VY =2+ /TH(t)dX(t) a.s

y de manera que se cumpla que

0

T n
V(t) = z+/0 &(s) ZQi(S)Ji(s)dé(s); 0 <t <T es una Q-martingala
i=0

Si existe un 6(t) que cumpla esto lo llamaremos portafolio de cobertura
de F.

El mercado {X(¢)}co,r) se llama completo si todo T-pago contingente
es alcanzable.

Resultados

proceso de precio normalizado {X (t)}icpo,r) es una martingala local con
respecto a ). Entonces el mercado {X(¢)}cjo,r) no tiene arbitrage.

. Supongamos que existe un proceso u(t,w) € V™(0,T) siendo X(t,w) =
(Xi(t,w), Xo(t,w), ..., X,(t,w)), que cumpla
o(t,w)u(t,w) = pt,w) — p(t,w)X (t,w) casi todo (¢, w) (2.2.1)
y tal que

E[exp(% / Wt w)dt)] < 00 (2.2.9)

Entonces el mercado {X () }sco,7] no tiene arbitrage.



3. Valuacion de Opciones

3.1. Opciones Europeas

Sea F'(w) un pago contingente. Una opcién europea sobre el pago F' es una
garantia de recibir la cantidad F(w) en el tiempo ¢t = T'. ;Cudnto se estaria
dispuesto a pagar a tiempo t = 0 por esa garantia?

Se puede seguir el siguiente razonamiento:

Si yo -el comprador de la opcion- pago el precio y de esta garantia, en-
tonces tengo una fortuna inicial —y en mi estrategia de inversion. Con esta
fortuna inicial (fortuna negativa) debe ser posible para mi cubrir a tiempo T
el valor V? (T,w). El cual, si se agrega el pago de la garantia F(w) debe dar
un resultado no negativo.

0
VI (Tiw)+ F(w) 20 as

Entonces el maximo precio p = p(F') que el comprador esta dispuesto a pagar
es:

(F) = y : Existe un portafolio admisible 8 tal que (3.1.1)
P\E) = SHP VO (T, w) = —y+ fOTH(s)dX(s) > —F(w) a.s o

Por otro lado el vendedor de esta garantia puede razonar como sigue:

Si yo -el vendedor- recibo el precio z por esta garantia, entonces la puedo
usar como el inicio de mi estrategia de inversién. Con esta fortuna inicial debe
ser posible cubrirme a tiempo T con el valor V?(T,w) que no es menor que la
cantidad F'(w) que prometi pagar al comprador:

VAT, w) > F(w) as

Por esto el minimo precio ¢ = ¢(F') que el vendedor esta dispuesto a aceptar
es:

z : Existe un portafolio admisible 6 tal que } (3.1.2)

q(F) = fﬂf{ VAT, w) =z + [ 0(s)dX (s) > F(w)a.s

Si p(F) = ¢(F) llamamos a este precio comun el precio en ¢ = 0 de la
opcién europea sobre el pago contingente F'(w).
Dos ejemplos importantes de opciones europeas son:



1. Opcién de compra europea (call) donde:
F(w) = (X;(T,w) — K)*

para algin i € {1,2,...,n} y algin K > 0.

Esta opcién le da a su dueno el derecho (pero no la obligacién) de comprar
una unidad del activo i al valor especifico K (precio de ejercicio) en el
tiempo T

Si X;(T,w) > K entonces el poseedor de la opcién obtendra la ganancia
X;(T,w) — K a tiempo T, mientras que si X;(7T,w) < K el dueno no
ejecuta su opcion y su ganancia es 0.

2. Opcidén de venta europea (put), le da a su duetio el derecho (pero no la
obligacién) de vender una unidad de un activo i al precio especificado K
a tiempo T'. Esta opcion le da a su dueno la ganancia

Fw) = (K = Xi(T,w))"
Teorema 3.1 1. Supongamos que valen las siguientes condiciones:

a) existe un proceso u(t,w) € V™(0,T) tal que, con
X(tw) = (X1 (t,w), Xa(t,w), ..., X, (t,w)),

A

o(t,w)u(t,w) = p(t,w) — p(t,w) X (t,w) casi todo (t,w) (3.1.3)

b)
E[exp(% / Wt w)dt)] < 00 (3.1.4)

Y que () cumple

dO(w) = exp(— /0 u(t,w)dB(t)—% /0 () d)dPw)  (3.15)

Sea F un pago contingente. Entonces :
essinf §(T) F(w) < p(F) < EQ[¢(T)] < q(F) < o0

2. Supongamos ademds a las condiciones en 1., que el mercado {X(t)} es
completo. Entonces el precio del pago contingente europeo F' es

p(F) = EQ[&(T)F] = q(F)



Demostracién 1. Supongamos que y € R y que existe un portafolio ad-
misible 6 tal que

ny(T, w) = —y —l—/o 0(s)dX(s) > F(w) a.s

Esta ecuacién se puede escribir
T n
—y + / Z 0;(s)E(s)oi(s)dB(s) > —&(T)F(w) a.s (3.1.6)
0 =1

donde B es B(t fo u(s,w)ds + B(t).

Como fo i (s)f(s)ai(s)dB(s) es una (Q-martingala local acotada
1nfer10rmente es también una supermartingala por. Por ello vale que
Eq fo " 0i(s)€(s)oi(s)dB(s)] < 0 para todo ¢ € [0,T]. Luego, to-
mando esperanza en (?77) con respecto a () obtenemos

y < EQE(T)F]

Entonces

p(F) < EQE(T)F]

siempre que exista el portafolio # para algin y € R. Esto prueba la
segunda desigualdad en (?7). Claramente, si y < &(T)F(w) para casi
todo w, podemos elegir § = (—y,0,...,0). Luego la primera desigualdad
de (??) se cumple. De la misma manera, si existe z € R y un portafolio
admisible 0 tal que

z—i—/o 0(s)dX(s) > F(w) a.s
entonces al igual que en (77)
z+ /0 Zei(s)f(s)ai(s)dé(s) > —¢(T)F(w)as

Tomando esperanza respecto de () obtenemos que
z > Egl¢(T)FY,
siempre que z y 0 existan.

Si no existen z ni 0, entonces ¢(F) =00 > Eg[¢(T)F]. |
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2. Para probar la segunda parte asumimos que el mercado es completo. Por
esta completitud podemos encontrar (tinicos) y € R y 6 tales que

—y +/0 0(s)dX(s) = —F(w) a.s

Es decir,

Teniendo en cuenta que fOT S 0:(5)E(s)oi(s)dB(s)

es una (Q-martingala obtenemos que,
Y = EQl¢(T)F.

Luego
p(F) = Eq[§(T)F]

Este resultado combinado con la primera parte del teorema queda lo
siguiente
p(F) = EQ[¢(T)F].

Con un argumento similar obtenemos ¢(F) = Eg[¢(T)F]. |

Como cubrir un ”pago alcanzable”

Sabemos que si V(#) es el valor del proceso de un portafolio admisible ()

para el mercado {X(¢)}, entonces VZ(t) = E(t)V(t) es el proceso que da el
valor de 0(t) para el mercado normalizado {X (¢)}. Entonces tenemos que

EOVI(E) =2 + /0 t 0(s)dX (s) (3.1.7)

Si se verifican (??) y (??), entonces si Q y B estén definidos como (??) y (??)
podemos reescribir esta formula como

ERVIE) =z + /0 Z 0:(s)€(s) Z 0i;(s)dB;(s) (3.1.8)



Luego el portafolio 6(t) = (0y(t),...,0,(t)) necesario para cubrir un pago
contingente dado F' cumple lo siguiente

f(tv w)<00(t)7 s ,en(t))(f(t, w) = ¢(t7 w)

es decir
0(t) = Xo(t)o(t)A(1), (3.1.9)

donde ¢(t,w) € R™ y cumple que

E(T)F(w) = z+/0 o(t,w)dB(t) (3.1.10)

donde 6y(t) esta dado por

dV'(t) = £(t)avo(t) + VOde(t)
= £(D)O(1)dX (t) — p(t)ER)VO (t)dt (3.1.11)
= {(0)0(t)[dX (1) — p(t) X (¢)dt]
= 0(t)dX ()

En funcién de esta formula es interesante encontrar una expresion explicita
para ¢(t,w) cuando F es conocido. Existen varios caminos para encontrar esta
descripcién para el integrando ¢(t,w), que se pueden encontrar en [?]. En el
caso markoviano sin embargo esto es mucho mas simple.

El modelo de Black-Scoles generalizado

Concentremos en una situacion en la que el mercado tiene solo dos activos
(securities) Xo(t), X1(t) donde Xy, X7 son procesos de It6 de la forma

dXo(t) = p(t,w)Xo(t)dt (como antes) (3.1.12)

dX,(t) = a(t,w) X1 (H)dt + B(t,w) X, (t)dB(t) (3.1.13)

donde B(t) es 1-dimensional y a(t,w), 5(t,w) son procesos 1-dimensionales en
W. Notemos que la solucién de 77 es

X, (t) = X1(0) exp( /0 B(s,w)dB(s) + /0 (a(s,w)—%ﬂz(s,w))ds). (3.1.14)
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La ecuacién ?? toma la forma
X1(t)B(t,wu(t,w) = Xy (t)a(t,w) — X1(t)p(t,w) (3.1.15)
que tiene solucién

u(t,w) = B, w)[alt,w) — p(t,w)] si B(t,w) # 0 (3.1.16)

Entonces la condicion 7?7 se cumple si y solo si

E {exp (% /OT <O‘(8’;’3(; Z()S’“)st)] < 0 (3.1.17)

En este caso tenemos una medida equivalente de martingala ) dad por ?7?
y el mercado no tiene arbitraje por el teorema 2 de la seccion ?7?7. Mas atn
podemos decir que el mercado es completo. Luego concluimos por el teorema
7?7 que el precio en t = 0 de una opcién europea con retorno dado por un pago
contingente F' es

p(F) = q(f) = Eql¢(T)F], (3.1.18)
siempre que esta cantidad sea finita.
Supongamos ahora que p(t,w) = p(t) y (t,w) = [(t) son deterministicos
y que la ganancia F'(w) tiene la forma
Fw) = f(X1(T,w))
para alguna funcion f: R — R acotada inferiormente que verifique

EQlf(X1(t))] < o0

Entonces vale por ?? que el precio p = p(F) = q(F') es

p=e1ig |1 (new ([ 96860+ [ 050~ y2as) )|

Respecto de la medida ) la variable aleatoria Y = fOT(ﬁ(s)dB(s) esta dis-

tribuida normalmente con media 0 y varianza 6% := fOT (%(t)dt y entonces
podemos encontrar una expresion mas explicita para p. Resulta el siguiente:
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Teorema 3.2 (Formula generalizada de Black-Scholes)
Supongamos que X (t) = (Xo(t), X1(t)) esta dado por

dXo(t) = p(t)Xo(t)dl; Xo(0) =1
dXi(8) = alt,w)Xy(t)dt + B X (O)dB(t); X1(0) = 21 > 0

donde p(t), B(t) son deterministicas y
1 [T (a(s,0) = pls, )’
E [exp (5/0 F(5.0) ds)} < 00 (3.1.19)

a) Entonces el mercado estd libre de arbitraje y es completo. Ademds el
precio en tiempo t = 0 del pago contingente F(w) = f(X1(T,w) donde
EQ[f<X1 (T,w))] < oo es

2

/f T1 exp y+/ (p(s)—%ﬁz(s))ds])exp( 62)dy (3.1.20)

b= 5v2ﬂ
donde £(T) = exp(— fo s)ds) y 6% = fOT (%(s)ds

b) Sip,a, B # 0 son constantes y f € CY(R), el portafolio autofinanciado
0(t) = (6o(t),01(t)) necesario para replicar a F(w) = f(X1(T,w)) viene
dado por

ht9) = e BT vl (o= 4T~ )

a? 1

exp(fz — ST =1 2 2T —t))dx

y O(t,w) esta determinado por 7?7 y V°(0) = p.
Demostracién  a) La parte a) ya esta probada por lo dicho antes.

b) El portafolio que buscamos se despeja de la expresion é(t, w) =
= Xo(t)o(t,w)A(t,w) y resulta

01(t, w) = Xo(t)(BX1(t,w)) "o (t,w)

donde ¢(t,w) esta dada por

0) = Y BT = (X (T = O)lacxon X(0). - (3121
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X,(t) =z exp{BB() + (p— 57)1}

Luego
01(t,w) = e (BXu(t, w))‘la%l[Eé? e f(XUT = ) =x20
. ﬁXl (t, W)
= D Bl exp{SBT 1) + (p = 55T Dot
1 2

= "D E[f (21 exp{BB(T —t) + (p — %52)(T -1)})
: exp{ﬁB(T —t)+ (p— l52)(T — ) Hur=x1(0)

m / Pt w)exp{ﬁx+(p——62)( ~ 1)}

cexp{Bz + (p - 562)(T —t)}e =0 dg
(3.1.22)

Que es la férmula que se enuncia en la parte b) del teorema. |
Corolario 3.1 (Formula Clasica de Black-Scholes)

a) Supongamos que X (t) = (Xo(t), X1(t)) es el mercado de Black-Scholes
cldsico

dXo(t) = p(t)Xo(t)dt; Xo(0) =1

dX\(t) = alt,w)X,(t)dt + B(t)X,()dB(t); X1(0) =1 >0

donde p,a, 3 # 0 son constantes. Entonces el precio p cuando t = 0 de
la opcion de compra europea que paga

F(w) = (X1(T,w) — K)* (3.1.23)
donde K > 0 es una constante (el precio de ejercicio de la opcion) es

p=x1P(n+ %ﬁﬁ) — Ke "Td(n — %ﬁﬁ) (3.1.24)
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donde

n=p"\TY2(In % + pT) (3.1.25)
y
®(y) L /y —27 eR (3.1.26)
W=7/ _ y

es la funcion de densidad de la distribucion normal estdndar.

b) El portafolio replicante 0(t) = (0y(t),01(t)) para este pago F en 77 viene

dado por
0,(t,w) = ®(BH(T —t)"?(In XIT@) +p(T—1t)+ %BQ(T —1))) (3.1.27)

donde 0y(t,w) es Oy(t) = VO (0) + t)+ fo £(s)ds y V9(0) =
P.

Notemos que en particular, 0;(t,w) > 0 para todo t € [0, T]. Esto significa que
podemos replicar la opcién de compra europea sin vender en corto.

Demostracién  a) Esto surge de aplicar la parte a) del teorema ??7 a la

funcién
F() = (= — K)".
Entonces la integral (?7) puede ser escrita

L o o B 3/2
p= WW/ (w1 exply + (p = 509)T] = K) exp( 2ﬁQT)ﬂly

donde v = ln(g) — pT + 3(°T. Este integral se separa en dos partes,
las cuales pueden ser reducidas a integrales de la distribucién normal
estandar completando cuadrados.

Esto también surge del teorema ?? parte b). La funcién f(z) = (z— K)*
no es C!, pero usando un argumento de aproximacién se puede mostrar
que la formula 7?7 vale si representamos f’ por

f,(Z) = X[K,oo)(z)

El resto se deduce completando el cuadrado igual que en la parte a) de
la demostracion.

14



3.2. Opciones Americanas

La diferencia entre las opciones europeas y las americanas es que en las
americanas el comprador de la opcién tiene la libertad de elegir cualquier
tiempo de ejecutar su opcién 7 antes o en el tiempo de expiracion 7. Este
tiempo de ejercicio T puede ser aleatorio (depende de w), pero solo de manera
tal que la decision de ejecutar la opcién antes o en tiempo T depende solo de
la historia hasta el tiempo 7T'. Mas precisamente se requiere que para todo T'
tengamos

{w; Tw) <t} e F™

En otras palabras, 7 debe ser un tiempo de parada de ]:t(m).

Un pago contingente americano es un proceso aleatorio ]:t(m)fadaptado,
(t,w)-medible y acotado inferiormente F(t) = F(t,w); t € [0,T], w € .

Una opcién americana sobre sobre un pago contingente de este tipo F(¢,w)
le otorga a su dueno el derecho (pero no la obligacién) de elegir cualquier
tiempo 7(w) < T como tiempo de ejercicio de la opcién. Resultando en un pago
F(r(w),w) a su dueno. Sea F(t) = F(t,w) un pago contingente americano.
Supongamos que nos ofrecen la garantia de pagarnos la cantidad F(7(w),w)
en el tiempo 7(w) < T, que elegimos nosotros (siempre que sea antes de T).
;,Cuanto estariamos dispuestos a pagar por una garantia de ese tipo?

Si yo -el comprador- pago el precio y de esta garantia, voy a tener una
fortuna inicial de (—y)(deuda) en mi estrategia de inversién. Con esta fortuna
inicial —y debe ser posible encontrar un tiempo 7 < 7'y un portafolio admisible
0 tal que

V_ey(T(w), w)+ F(1(w) >0 a.s

Por esto el precio maximo p = pa(F') que el comprador esta dispuesto a pagar
es

pa(F) = sup {y; tales que existe un tiempo de parada 7 <T'

y un portafolio admisible 6 tal que
(w)
0 ._
V_y(T(w),w) = —y —i—/o 0(s)dX(s) > —F(1(w),w) a.s}
(3.2.1)

Por otro lado, el vendedor puede pensar de la siguiente manera:
Si yo -el vendedor- recibo la cantidad z por una garantia de este tipo,
con esta fortuna inicial z debe ser posible encontrar un portafolio admisible
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0 que genera un proceso de valor que en cualquier momento no es menor
que la cantidad que prometi pagar al comprador. Entonces el precio minimo
q = qa(F) que el vendedor esta dispuesto a aceptar es

ga(F) = inf {z; existe un portafolio admisible 6

tal que para todo t € [0, 7] tenemos que (3.2.2)

Vit w) =2 +/0 0(s)dX(s) > F(t,w) a.s.}

Teorema 3.3 (Valuacion de Opciones Americanas).

a) Supongamos que valen 7?7 y 7?7 y que QQ se da como en ??. Sea F(t) =
F(T,w); t € 0,T] un pago contingente americano tal que

igg Egl€(m)F(1)] < 00 (3.2.3)
entonces
pa(F) < SL<11T) Eql&(T)F(7)] < qa(F) < 0. (3.2.4)

b) Supongamos ademas de las condiciones en a), que el mercado {X (t)} es
completo. Entonces

pa(F) = sup Eq[¢(7)F(7)] = qa(F) (3.2.5)

T<T

Demostracién  a) Procedemos de la misma forma que el teorema (?77).
Supongamos y € R y que existe un tiempo de parada 7 < T y un
portafolio admisible 6 tal que

VO (rw) = —y + /0 "0()dX (5) > —F(r) as

[gual que antes tenemos que

—y+ Zei(s)f(s)ai(s)dé = Ve_y(T) = f(T)V_gy(T) > —¢(T)F(7) as

0 =1

Tomando esperanza respecto de @ y teniendo en cuenta que V_,(¢) una
(-supermartingala, obtenemos

y < EQ[¢(m)F(7)] < supEq[§(T)F(7)].

T<T
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Como esto se cumple para todo y concluimos que

pa(F) < supEq[(T)F(7)]. (3.2.6)

T<T

De la misma manera, supongamos que z € R y que existe un portafolio
admisible tal que

t
VOt w) =z +/ 0(s)dX(s) > F(t) a.s. para todot € [0, 7]
0

Entonces, como arriba, si 7 < T es un tiempo de parada obtenemos
T N B —0 )
s+ [ BB = ) = (VI 2 (F(T) as
0 =1

Nuevamente calculamos la esperanza en ambos miembros respecto de )
y el supremo sobre todos los 7 < T' obtenemos que

z > sup Eglé(T)F(7)].

T>T

Y como esta desigualdad se cumple para todo z vale que

qa(F) = sup Eq[¢(T)F(T)]. (3.2.7)

T>T

Asumamos ademas que el mercado es completo. Eligiendo un tiempo de
parada 7 > T definimos

k si F(t,w) >k
Fi(t) = Fi(t,w) = { F(t,w) si F(t,w) <k

Pongamos
Gr(w) = Xo(T)E(T) Fi (7).

Entonces Gy es un pago acotado , entonces por completitud podemos
encontrar y, € R y un portafolio 6% que

—%#A“WWM@:—@w>a&
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y que verifique que
T
“uet [ B(5)X)
0
es una (Q—-martingala. Entonces por la equivalencia

VO(t) =VO(0) + [ 0(s)dX(s) ;0<t<T
7 (3.2.8)
EVOE) =VO0) + [ 0(s)dX(s); 0<t<T

Tenemos que

g+ / 0(k)(5)dX () = —E(T)Gi(w) = —€(7) Ful7)

y luego

“nt [ O = Bo [-u+ [ 06X ()

= Eq [~€4(1)Eu(r)|FI™M] = —£(m) Fu(7).

De este resultado, obtenemos nuevamente aplicando 77 que,
—Yk +/ 0" (5)dX (s) = —Fi(7) a.s.
0

y concluimos
Yr = Eq[§(T) Fiu(7)].
Esto muestra que cualquier precio de la forma Eg[¢(7)Fi(7) para algin

tiempo de parada 7 < T seria aceptable por el comprador de una opcién
americana sobre el pago F(t,w). Por ello

pa(F) > pa(Fr) > sup Eglé(tau) Fy(7)].

7<T

Haciendo que k — oo obtenemos por convergencia de sucesiones monéto-
nas que

pa(F) > sup EQlé(7)Fi(T)].

T<T

Queda aun por demostrar que si ponemos

z= sup Eg[¢(m)F(T)] (3.2.9)

0<r<T
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entonces existe un portafolio admisible 6(s,w) que superreplica F(t,w),
que cumple

t
z —i—/ 0(s,w)dX(s) > F(t,w) para todo punto (t,w) € [0,T] x €.
0

(3.2.10)
Los detalles de esta demostracién no seran detallados en este trabajo.
Remitimos al lector a [?].

Conexién con tiempos de parada 6ptimos

El teorema 7?7 muestra que valuar las opciones americanas equivale a re-
solver un problema de tiempos de parada. Em el caso general la solucién de
este problema se puede expresar en términos del "sobre de Snell”. Pero si
nos encontramos que el mercado esta modelado con un proceso de difusion
de Tto el problema se puede atacar con herramientas mas conocidas. Asu-
mamos que el mercado es un proceso de difusién de It6 (n + 1)-dimensional
X(t) = (Xo(t), X1(t), ..., Xn(t));t > 0 de la forma

dXo(t) = p(t,w) X, (t)dt; Xo(0) =1 (3.2.11)

= p;(t, X(t))dt 4+ o;(t, X (t))dB(t); X;(0) = x;
donde p, i; y 0;; son funciones dadas que satisfacen ciertas condiciones. Mas
aun, supongamos que el claim americano F(¢) es marcoviano, es decir

(3.2.12)

F(t) = h(X(t)) (3.2.13)

para alguna funcién acotada inferiormente h : R"*! — R. Definamos

_ s+t n+2
Y(t) = [X(t) } cR (3.2.14)
y pongamos
g(y) = g(s,z) = x5 'h(z); == (v0,71,...,2,) € "' (3.2.15)

Entonces el problema de encontrar el precio

pa(F) = qa(F) = sup Eq[¢(7)F(7)] (3.2.16)

T<T
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puede ser considerado como un caso especial del problema general de tiempo
de parada. Finalmente si ponemos

P(y) = sup Eglg(Y (7)), (3.2.17)
TSTG
donde
7o =Mmf{t>0;smt >T}=T—s (3.2.18)

es el primer tiempo en el que Y (t) sale de la regién
G={(s,x);8s <T}CR"™ (3.2.19)

entonces
pa(F) = ®(0,1,21,...,2,). (3.2.20)
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