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ALGO MAS SOBRE EL COEFICIENTE DE GINI
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l. Introduccion
e s—————————

1/
En una R.D. anterior, referida al coeficiente de Gini — , pre
paramos el terreno para el analisis que presentamos en este trabajo,ra
z6n por la cual haremos referencia a ella con cierta frecuencia, iden-

tificdndola como R.D. 42.

Con respecto al coeficlente que nos ocupa, es comin la afirma
cién: Puede tomar cualquier valor no superior a uno ni inferior a ce-
ro. A la perfecta igualdad le corresponde un valor nulo del coeficien-
te, por lo cual parece imposible, intultivamente, que su signo sea ne-
gativo. En las 20° Jornadas de Finanzas Pdblicas nos tocé comentar un
trabajo de Petrei 2/ en el que aparecen coeficientes deGini con signo
menos, poniéndonos en contado con el fenémeno que es motivo del presen
te trabajo. Debido a las circunstancias en que este hecho tiene lugar,
nos preguntdbamos en el referido comentario: "LEs ortodoxo el uso que
1/ del Rey, Eusebio Cleto: "El Coeficiente de Gini', Reunién de Discu-

sién N® 42, Instituto de Investigaciones Econémicas, Facultad de Cs.
Econémicas, Juridicas y Sociales, UNSa., 15/3/1989.
2/ Petrei, A. Humberto: "Efectos Distributivos del Gasto PGblico So-
cial: Resumen de un Estudio para Cinco Paises de América Latina",
Comité EJecutivo de las Jornadas de Finanzas Pidblicas: 20° Jornadas

de Finanzas Pdblicas, Facultad de Ciencias Econémicas, Universidad
Nacional de Cérdoba, 1987,pag. 15.1/51.
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Petrei hace del coeficlente?", Para respondernos Inmediatamento:"SIl no

- 3/
lo es al menos resulta dti1" 2/, §iendo Gtl1, vale la pena que nos

preocupemos en encontrar las condliclones que hacen que el coeflclente

de Gini tenga uno u otro signo o sea nulo,

Es asT como en la Sec. 2 establecemos las referldas condlclo-
hes, necesarias y suficlentes, apllicadas a la [Grmula general =R.D. 42,
ecuacién (1)-, en tanto que en la Sec. 3 las conslideramos para el caso
Particular en que los extremos de clase son los quintiles, declles,
etc. (salvo el primero y el Gltimo) -R.D. h2, ecuaciones (2) 6 (6)-.
Dentro de esta Gltima seccién tenemos dos subsecclones. La 3.1 en la
qQue se presentan las condiciones necesarlas y suficientes para este ca-
s0, vy la 3.2 referida a condiciones sélo suficlentes. Por dltimo, las

conclusiones alcanzadas son expuestas en la Sec. 4.

2. Condiciones Necesarias y Suficientes en el Caso General

Partimos de la férmula general del coeficiente de Gini -R.D.

42, ecuacién (1)-:

n ‘
c=1 -iz] (Pi - Pi-l)(ri + rl_]) (1)

Recordemos que -R.D. 42, pag. 4-:

f' = Pi - Pi-l (2)
Entonces, (1) puede ser escrita:

n
c=1-12 fi (rl + rl-l) (3)

i=1

3/ del Rey, Eusebio Cleto: ''Comentario al Trabajo de A. Humberto Petrei
(ECIEL): 'Efectos Distributivos del Gasto Pdblico Social: Resumen de
un Estudio para Cinco Paises de América Latina'", presentado en las
XX Jornadas de Finanzas Piblicas, Cérdoba, 1987, inédito, pdg. 3.
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Para determinar la condicidn necesaria y suficiente para que

el coeficiente sea nulo hagamos: C = 0, y apliquemos (3) obteniendo:

n
1=3 f, (r
i=1 !

+r,

|-l) =0 (4)

i
Sumamos y restamos Y; en el paréntesis de (4):

n '
l-i] f, (ri+ri-1+Y;'Yf)=° (5)

n
g T E Y=o (7)

De donde surge inmediatamente que:

-—

n 1 n
7. Y=g fir (8)

A partir de (8) podemos llegar a (4) siguiendo el camino inver

so al anterior. Por lo tanto, el coeficiente de Gini es nulo si, y s6lo

si se cumple (8).

De un modo similar se puede demostrar que C > 0 s, y sélo s7:

n ¢ 1 n
E Vgt Iofin (9)

1
2 o i-1

y que C < 0 sT, y sélo sT:

s ev.>tof 5, (10)
P I R T AR BN

Las condiciones (8), (9) y (10) pueden ser interpretadas, en
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C <0

En cualquiera de los tres graficos, la recta Ol es la de la

perfecta igualdad, en tanto que la recta quebrada OACEGI es la curva de
n

Lorenz. Siempre en cualquiera de los graficos, %— L fi Yi es la suma
i=1

de las superficies de los tri&ngulos OPIA, ABC, CDE, EFG y GHI. Para de
mostrar esto Gltimo, tomemos por caso el segundo de esos tridngulos: Su
base, AB es igual a la distancia P]P2 que no es otra cosa que fz, segin
(2); mientras que BC, su altura, es igual a r (CPZ) menos r. (AP] =
= BPZ)’ o sea a Yz, como puede deducirse de (6); aplicando la férmula

de la superficie de un tridngulo obtenemos entonces, que: superficie de

1

ABC = E’fz YZ' que es el segundo sumando de la sumatoria que nos ocupa.

Es posible hacer una demostracidn similar para los otros tridngulos.

También en cualquiera de los grdficos, se puede ver que
n
X fi ri.qes la superficle comprendida entre la recta quebrada
i=1
PIABCDEFGH, el eje horizontal y el segmento HPS' En efecto, tal superfi
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cie es la suma de |
0s rectédnculos PIABPZ’ PZCDP P EFPh y PhGHP , ca-

i 3’3 5

da uno de los cuales tiene un &rea fgual a Flrl-l' Estg Gltimo lo vere
mos tomando por caso al primero de los rectangulos, cuya base es P1P2,
o sea f2 seglin vimos; y cuya altura AP1 es fqual a ry» como también vi
mos. Empleando la férmula para calcular el area de un rectdngulo tene-
mos: superficie de P|ABP2 = fzri. Similar demostracién es aplicable a
los otros casos. Nétese que los recténgulos son sélo cuatro, (en el ca-
SO particular de los quintiles, pues en general son n-1), en tanto que
los sumandos de la sumatoria son cinco (n). Ello se debe a que el pri-

mer sumando de la sumatoria no aparece como rectdngulo por ser su su-

perficie Flrou 0, puesto que o= 0 (R.D. 42, pig. 5).

Puesto que la superficie del cuadrado OJIP_ es igual a la unl-

5
dad (es PSrS' donde: P5 =1, rg = 1), el &rea del tridngulo OIP5 es

igual a un medio. Tenemos as{ la representacién grafica de todos los e-
lementos de las expresiones (8), (9) y (10); lo que nos permite las si-

guientes interpretaciones:

i) Si la suma de las dreas de los triangulos 0P1A, ..., GHI es
igual a la superficie del tridngulo OIP menos la sumatoria de las areas

de los rectdngulos P_ABP_, ... PuGHP , se cumple (8) y, por lo tanto,es

1 2’ 5
C =0. Es lo que vemos en el Grifico N° 1.

ii) Si la suma de las dreas de los triangulos OP]A, ...,GHI es
menor que la superficie del tridngulo OIP menos la sumatoria de las a-
reas de los rectdngulos P,ABP,, ..., PAGHPS’ se cumple (9) y, por lo

tanto, es C > 0. Es lo que vemos en el Grafico N° 2.

iii) Si la suma de las &reas de los tridngulos 0P|A, ..., GHI
es mayor que la superficie del tridngulo OIP menos la sumatoria de las

jreas de los rectdngulos P1ABP2, ""P“GHPS’ se cumple (10) y, por lo

S

e —————SRETERE I
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tanto, es C < 0. Es lo que vemos en el Gr&flico N° 3.

3. Condiciones Necesarlas &'Suflclentes en un Caso Particular

El caso que aqul consideramos es aquel en el que los lfmltes
de los intervalos de clase (salvo el primero, que es cero o menos Infi-
nito, y el Gltimo, que es Inflnito) son los quintiles, declles, otc.
Ello nos permite utilizar una férmula del coeficiente de Ginl ~R.D. 42,

ccuaciones (2) 6 (6)- que facilita el manipuleo algebralco.

Es asf como en la Scc. 3.1 presentamos las condiclones de la
seccidn anterior, pero mds simples, que corresponden al caso que nos 0=
cupa. Como veremos mis adelante, ellas permiten interesantes Interpreta

ciones intuitivas.

En este caso es posible, ademds, establecer condiciones sufi-
cientes para que C tenga uno u otro signo o sea nulo, las que aportan

ideas Gtiles. Es lo que hacemos en la Sec. 3.2.

3.1. Condiciones Necesarias y Suficlentes

Partimos de la férmula del coeficiente*de Gini aplicable al ca

so que nos ocupa -R.D. 42, ecuacién (6)-:

-2
n .
]

{ I e =1

. 1
1nvri—(1+;) (11)

Recordemos que la suma de los n primeros niimeros naturales

L/

oo+
janintl) (12)

n ™3

L/ Véase, por ejemplo: Kmenta, Jan: Elements of Econometrics, New York,
= Macmillan, 1971, ecuacién (A.4), pag. 602,
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Multiplicando y dividiendo el primer sumando del segundo miem

bro de (11) por el segundo miembro de (12) obtenemos:

n
" 210 1
C = +1) - ab
(n )li] n‘(mj- YI (1 + n) (13)
Llamemos :

21

W, | — (14)

n(n+1)

Reemplazando (14) en (13) tendremos:

n
C=(n+1)z w v, - (1+1 (15)
- i i n

Operando en el Glitimo paréntesis del segundo miembro de (15),

y sacando luego factor comin (n + 1), llegamos a:

n
C=(n+l)(EwY-:]—) (16)

f=1 (|

Puesto que n > 0, el signo de C depende de la relacién exlisten
n

te entre ¢ W Yl y %—, como se puede ver ficilmente en (16).
i=1

Especificamente:

C=0 siy sdlo sT:

1
s =y
R B T (17)
Del mismo modo: C > 0 sf y sdlo sT:
" 1
i=1
y C <0 si y sdlo si:
) 1
b Wi Yf < F (]9)
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A (17), (18) y (19) se puede llegar a partir de (8), (9) vy

(10), respectivamente, teniendo en cuenta que en el caso particular

que ahora consideramos es clerto que: fl = % para todo | = 1, 2,...,

n.

3.2, Condiciones Suficientes

Si Yi =Y para todo i =1, 2, ..., n, sera:

(20)

Pero, de la definicion de Y, (R.D. 42, pag. 3) surge de inme-

diato que:

I n
® : IOy =1 (21)

pug il

y de alli, aplicando esta dltima expresién a (20):

(22)

<
]
S|=-

Esto nos permite escribir (teniendo en cuenta que Yi =Y):

n ;1 "
I W Yi . z Wy (23)
i=1 i=1

Pero de (12) y (14) se deduce que:

4 n n
® =t =1 (24)

(25)
i
que es la condicidn (17) para que C = 0. En consecuencia, que todos los

Yi sean iguales entre si es condicién suficiente para que C = 0. Pero
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o es necesaria, pues (25) -o (17)= puede cumplirse aunque no sean lgua

les entre si los Yi'

Pasemos a considerar el caso en el que no todos los Y' son [~

guales. Definamos:
ki =Y - (26)

Téngase en cuenta que Y de (26) es el mismo que en (22), y
que no todos los ki pueden ser nulos, puesto que, sl lo fueran, todos

» los Yi serfan iguales entre sT y estarfamos en el caso anterifor. Notese

que, segiin (26), (22) y (21), ser4:

n n
b ki =z Yl - 1=0 (27)
i=1 i=1 '

La ecuacién (26) nos permite escribir:
Yi =Y + ki (28)

y de (28) y (24) surge que:

It ™3

1 n
i]wi Y, =~ +iz1 W,k (29)

A partir de (29) podemos establecer de otro modo la condicién
(19): C < 0 s7 y sélo si:

n

4 T ow, k, <0 (30)
ﬂ.’ =1 | I

y esto s6lo puede ser cierto, habida cuenta de (27), si los ki <0 tie-

nen m3s peso en la sumatoria que los ki > 0.
Pero, por simple Inspeccién de (14), resulta:

Wi S Wi (31)
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Para tods = » 0 en tanto | + £ n,

A
be lo antariur se desprende Gue, para que se cuspla (30) es
necesario gque los h‘ 0 carrespondan 2 valotes de | mayores gue lus de

14 1 »
mok 0,

s forma da gue elly ses clertn oo

Lo b, s ko e L ]
PR s b (1)
LA AT 8 e B 'Y (33)

For 1o tante, s1 (1)) es clerto tastildn lo son (32) y (30). I3

. 1o quiere decir gue (33) e3 condleidn suflclente para que C < 0,
In forma simllar se pueds desmstrar que, si:
¥, ¥, € ... Y (34)

sard cierto que € » 0. Etsto es: {34%) es condicidn suficiente para que

el coeficiente de Ginl sea positivo,

L. Conclusiones

A = En la Sec. 2 de este trabajo heros establecido las condi-
‘. ciones necesarias y suficientes para que el coeficiente de Gini sea nu-
lo, positivo o negativo. Son las expresiones (8), (3) y (10). Tales re-
laciones no resultan de f8cil interpretacién, salvo en la forma grdfica

erpuesta en la misma seccién,

B - En la Sec. 3.1 llegamos a las condiciones menclionadas en
sl pirrafo anterior, para el caso particular en el que trabajamos con

quintiles, deciles, etc., Son las que corresponden a las expresiones
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(17), (18) y (19). Ellas pueden ser interpretadas del modo que pasamos

a exponer. La ecuacién (14) nos permite comprobar que w, es positivo

I
para todo i =1, 2, ..., n. Por otra parte, en (24) vemos que la suma-

toria de W;, para los mencionados valores de I, es igual a la unidad.
Por lo tanto, los W, reunen las condiclones para ser pesos de un prome
dio ponderado. Esto nos dice que el primer miembro de (17), (18) y (19)
puede ser interpretado como el promedio ponderado de los Y'. Al segundo
miembro de esas expresiones lo podemos Interpretar de acuerdo a (2?)-

Todo ello nos permite leer las condiciones que nos ocupan del sigulente

modo :

a) El coeficiente de Ginl sera nulo sf y sélo s el promedio
ponderado de las proporciones no acumuladas del ingreso que van a las
’ distintas clases es igual a la que le corresponderia a cada una de

ellas si todas esas proporciones fueran iguales. Véase (17).

b) El coeficiente de Gini serd positivo si y sélo si el prome-
dio ponderado de las proporciones no acumuladas del ingreso que van a
las distintas clases es mayor a lo que le corresponderfa a cada una de

ellas si todas esas proporciones fueran iguales. Véase (18).

c) El coeficiente de Gini serd negativo si y sélo sT el prome-
dio ponderado de las proporciones no acumuladas del ingreso que van a
las distintas clases es menor que lo que le corresponderfa a cada una

P de ellas si todas esas proporciones fueran iguales. Véase (19).

C - Un paso mds hacia las interpretaciones intuitivas lo damos
en la Sec. 3.2, donde se establecieron condiciones suficientes para que
el coeficiente de Gini tenga cada uno de los signos posibles., Esa sec-

cién permite llegar a lo siguiente:

1 - En resumen, hemos establecido las siguientes condiciones
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suficientes:

i) si Yy<¥, << Y, serd: C > 0 segin (34).

i) si Yl = Y2 =, Yn ser§: C = 0 segln (20) a (23).
‘»
i) si Y, YZ > ... >Y serd: C < 0 seqgin (33).
n
Z - Las condiclones 1) y [11) del punto anterior pueden ser es

tablecidas en forma menos estricta, del sigulente modo:

i) si Y, s ¥y g g Y, Y no todos los signos son el de lgual
dad, sera C » 0.

i) siy,2v, > ...2 Yn y no todos los signos son el de [-

1 2=
qualdad, serd C < 0.

3 - Si en la secuencia: YI' para i =1, 2, ..., n, los signos

menor y mayor aparecen en forma alternada, nada podemos decir respecto
al signo de C. Para comprenderlo volvamos a los Gréficos N° 2 y 3, que
pueden servirnos a pesar de que corresponden al caso mids geheral que el
que ahora consideramos. En el Grdfico N° 2 la superficig comprendida en
tre la curva de Lorenz y la recta de equidistribucidén estd por abajo de
esta Gltima. A esa superffcie la podemos llamar ''positiva’, por ser el
numerador de C cuando éste es positivo. Esa misma superficie estd, en
el Grafico N° 3, por arriba de la recta de igual distribucién, y pode-
mos llamarla ''negativa'. Volviendo a nuestro caso particular, cuando
los signos entre las Yi se alternan en cuanto al sentido de la desi-
gualdad, la curva de Lorenz puede cortar una o mds veces a la recta de
la igualdad, generando partes de superficie positiva y partes negati-
vas, cuya suma algebraica puede tener cualquier signo o ser nula. No sa
bemos, a priori, si C es positivo, negativo o nulo, salvo que aplique-

mos las condiciones (17), (18) o (19).

4 - Cuando el coeficiente de Gini es calculado para la varia-
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ble que se utilizé para construir los intervalos de clase, y estos tle-

nen por limites los quintiles, deciles, etc., es necesariamente cierto

por construccién. En efecto, todas las clases corresponden al mismo nu=

i e . 21 (o]
mero de recipientes de ingreso, y en la clase I = | estarén los mas P2

bres,en i = 2 los que tienen ingresos superfores a los recipientes de

i = 1 pero inferiores a los de i = 3, etc., resultando Y[ < Y|+1’ salvo

* en el caso extremo de perfecta igualdad, en el cual ¥, = Y‘+1' Por lo

tanto, si estudiamos la distribucién del ingreso empleando para ells

N . e
los intervalos de clase del mismo ingreso, es necesariamente cierto qu

‘-. c

0

0. Es esta la razén por la que generalmente se sostiene que

w

c < 1.

A

5 - Podemos estudiar la distribucién de otra variable, emplean

do para ello los intervalos de clase construfdos para la distribucion
del ingeso. Esto puede ser de interés cuando nuestro problema es cono=
cer los efectos redistributivos del ingreso, que tiene esa otra varia-
ble. Asi, por ejemplo, X1 puede ser la proporcidn no acumulada de subsi
dio a la educacién que reciben guienes se encuentran en el primer tramo
de ingresos; X2 serd esa misma proporcidn, correspondiente a quienes se
encuentran en el tramo segundo de los ingresos; etc. Nada impide que a

CE’ los mas pobres les corresponda una mayor proporcidén del subsidio que a

los mis ricos, y por lo tanto es posible que:

Si calculamos C, aplicando (11) a X;» esto es, reemplazando Yi por Xi
en esa férmula, resultard C, < 0 de acuerdo a las condiciones ii) y

iii) del punto 1 de esta seccién (Véase: R,D. 42, pdg. 6).
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R .
esulta evidente que para que C2 <0, ¢l subsidlo a la educa-

cidn debe est '
¢ estar negativamente correlaclonado con ol Ingreso.

D - Stgulendo con nuestro ojemplo dal subsidio a ln educacién,

y !lamando C2 al coeficiente de Ginl do esta variable y ¢, al del Ingre

so (R.D. 42, pag. 6), scalemos que C, < 0 os condlcldn suficlente, pe-

2

"o no necesarfa, para que el subsidio sea progresivo. La condlcln necg
sarta y suficiente para que haya progresividad, en este caso, es que

C2 < CI' segln vimos en R.D. 42, pag. 11.
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