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1.- Introduccibn

En los trabajos empiricos se presenta, con clerta frecuencia,/
la necesidad o conveniencia de formular relaciones del tipo:

1]

Y nog By¥By Xy¥B,y K +... 4B, X +u (1)

3 k

i s5on k constantes; xi son k

variables independientes (si se incluye a xT, gue toma slempre el

Donde:r ¥ es la variable dependiente; @

valor 1); u es una variable mleatoria con distribucién H(0O; uEI].
Es @sta una formulacidn lognormal de Y.

Para estimar (1) se utiliza el modelo lineal general de regre-
s8i8n, luege de haber procedide a linealizar 1= expresidn del si-//

gulente modo:

log ¥ = B1+ﬂ2 xz+53x3+,.,+akxk+u {2)

Donde: log simboliza logaritme natural,

Una vez reclizadas n observaciones sobre todas las variables /
involucradas, y obtenidas lazs estimaciones do lns constantos Ei' a
las cunles simbolizaremos ﬁi. suele procedersc, an muchos cason, a

astimar valores de ¥ condicionales en determinados valores de las

xi gue le interesan al investigador. Para clle sa pucde hacar:
; ~ Y " a H‘
s +B,., X +B Xo¥.a.¥
2 172 72 3 k "k (3)

W
Donde : Hi es el wvanlor que nl investigador le nsigna o xi para esti

mar o predecir 21 walor de ¥ gue le intorean.

Lo que se¢ pretends con (3) es estimar la media de ¥, condicio-

.
nal en los wvaloros Rl de las wvarlables independientes, a fin de to

marla como represcentativa de la distribucldn de la variasble depen-

diente, dados esoa valores de los xi. Es posilble demostrar, sin am

bargo, que ¥ no c3 un estimador insesgade de la media condicional,

(*)Este trabajo suraqid del Proyecto 16/77: "El Capital Hu
mano Universitario de lz Provinecin de 5altn', del Conscjo do Inves
tigacidn de 1rn UUS>», Tal Provecte, gue sc llave o cnbo on el Dapar

tamento de Cionci~s Econdmicas, Juridicns v Socialas, rceibri’ el o
poyo de la SrcYT (hoay SUBCYT) y dal CONTCDS =
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Wik Ay segde buede ser evrreside del sieulente wodo:

»

v o« § LY (4)

Bander w (k) cx LA Funeldn wue corrlee el sesvo, la eual depende /

e @® o= i hNooosoaes lee wradee de Libeptad, p de:

e 2 2
k T fw”™ = v, ts)
W
Pende, A wi ¥es: B pas el eatinadey insesaado de la varianza de lr
- & - &

LY
4
lt! W WL ma gl ssbimadoer lhsesvado de Lo varianaa de n=E1+5232+
-

& &
'
l%jﬂ}l;.J*FhHh + mea del exponente Jde 1t axpresidn (3).

S pe pesbre propdsite Ly w82 alld en lo que a tecria de 1la /
pakimachdn Leosheraal se veClave if. pues nuestro inter@s se centra
et Blevkoe wpeblenaz de ednpute gue expondrenos an las sacciones /
aldibontes, be diche en esta Inkroduccidn trata de ubicar al lac=/
Bor i ol buma denceal. del evnal nuestre trabajo toea solo un deta

e,

fo- slmbeleats

Peflipamee Los sfebelos a anpleay en las saceliones siguiantes. A
Bal Fhw, Adeebkgvencsr el orden en gua ellor aparecen en los dasarrg

2
Lice sldudbentos, » narelr de 1a Seve.d _f'

L]
% ea W veekor de orden kXi. euyo vriner alemento es 1(uno) ¥y

Lea nbyes seon los valegss asieonades per el investigador a /

cata waviable ty {para i=2....,k), para obtener La descada
pradieeidn de Y.
l!‘xl'lut La matria inversa de (X'X).

(X'%)  ee 1A matels ewadeada, de orden %, simdtrica, cuyos elemen-
tea son los nenenkes resvecta al arigen de las wvariables in
dependicntes X, tpara L = 1,2,...,Kk), asf, un elemento de /[

prba matvia estd Jdefinlds eomo: f ﬂitxjt cuando asti ubica

M en 1a pesbteldn (L.1). e

F
1 1 leetsy tntaresade an vrrofundizar el tema, en lo //
eefybon, 1o avecrires donsultar: DRADU. Dan and MUWDLARK, Yair: //
satimaklon Ln Lesneenal Dinear Modalas”, Journal of the Anmorican
Btathetieal ‘amselation, ‘taveh. 1970, Vel. G35, we® 320; JOHNSOW, /
Hierman L, aw ' Ho7r, Banmuel: bDisteibutions in Statistics - Conti-
wueue Unhkvariste Spateltukions - 1, Johns Wiley & Sons, Hew York,

18Ty v La bihliearafia allf nenclonada,

2

4 e aconaeiable vwassy divectamente a leer la Secc.3, ¥
welllgay A 1 Sove, & A nmanera de un dieelonarlie, para aclarar al
alenlfleate do eata minbals a maddda quao allas aparezcan.
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X s la natriz, dz orden n X k, gue contiene las observacio-/
nce correspondientes a las variables independicntes, xitpa-
ra i=1.2,...k}, con la gue se computd la regresién, Todos /

los e¢lanontes de su primera columna son iguales a 1 (uno).

] ¢s una matriz cuadrada, de orden (k-1), simétrica, cuyos e-
lezentes son los momentos resvecto 2 las medias muestrales
de las variablecs independientes X; (para i=2,...,k). Asi, /

un elenente ds csta matriz estf definido cono:

n

me, = L (X, <X )(x__-% 3.

ij g=y 1t 4 it 74

(RR) €8 una nz2triz cuadrada, dz orden (k-1), sindtrica, cuyos e-
lcmentes scn 12s coeficientes de correlacidn simple entre /

mares de las wvariables independientes X, (para i=2,..,,k).

i
Asf, un clemcnte de esta matriz estd definido como riy "~
1]
— . lbtese gue los elementos diagonales resultan to
Y ag, Ty .
J

dos iguzles 2 1 (uno).
2 e8 la matriz inversa de M.

=1 N .
{RR) gs la matriz iaversa de (RR).

5 es unz matrziz diagonal,de orden (k-1), cuyos elementos dia-
gonales estf8n definidos cono: 1 (para i=2,....,k).
Y m,,
ii
5-1 es la matriz inversa de 5. H&tese gue se trata de una matriz

diagonal, cuyos elementos diagonales son: #mi¢{para 1=22, . ...:k).

311 es un escalzr.
n21 es un vector de orden (k=1)X1,
n12 es un vector de orden 1X(k-1), y, por simetrfa de la matriz
=1
' . =t
(Xx'x) , BS: 1\12 nz".
azz @s una matriz cuadrada, de orden (k-1), simétrica (por sime-

1

tria de (X'X) ).

B es un escalar, ¥ es B, ,=n, por ser cl momente prinero respec

11

to al oricen de la variable X, , o sea la primera columna de

1
la matriz X.

321 es un vector de orden (k-1}X1, cuycs elementos estidn defini
dos como E Kit’ por ser los momentos cruzados respecto al o
t=1
rigen de xi,y cada una de las wariables Rl(para i=2,...,k).
312 es un vector de orden 49X (k-1), y, por simetrfa de la matriz

bl { zs: B "
( ), es 12"B§1
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!1”I aa una ratriz cuadrada, de orden (k-1), sinétrica (por sime-
tria do (X'X}), euy.s elecentocs pucden aser definlidos como
n -
[ xltxjt {ver descripeifin de la natriz (X'X%)).
t=1

X an una natriz unitaria de orden k.

111 er un encalar, y es :11- 1.

121 a8 un vector de orden (k-1)%X 1, cuyos slementos son todos /

iguales A~ 0 (coern).

I.'22 on unn natrls unitaria de orden (k-1), a la que podemeoa aim

bolizar I22 = Iik~1}'

% na un voctor do orden (k-1), cuyen clencntos eetin defini-/
dos como la diferoncia entre los valeores asignados por el /f
investi~adar a cada variableae xi {i=2,...,k), para obtenecr /
la dasaadn pradleclén do ¥, v la nedia mueptral, de los da-
tos, utilizndos on ol cbémputo da la regreaidn, correspon-//

diontc n cnda una do osas variablcos xi.

X eaa un voctor de orden (k-1)%X 1, cuyns elementos son los va-
lares asignados por el investigador a cada variable Hi

{i=2,....,k), para obtener la desenda prediccidn d= Y.

x s un vector de orden (k-1)X 1, cuyos elementos son las ne-
dinz muestralos de los datos utilizades en el cdmputo de la
regrcsifn, correspondientes a cada una de las varizbles xi

(pera fe2,...,k).

3.- Planteamicnto del Problema

tegfin 1as ccuacioncs (4) y (5), 1la funcidn que corrige el sea-

go on la prediceidn lognormal por reqrasiédn lineal depende de m, /

;2 ¥ ;E . Cualquier orograma de cémputo de regresidn nos permite /
n

conncer los grmdos de libertad y la varianza residual, perc no ocu

rre 1o nmismo con la estimacién de la varianza de la prediccidn del

locaritmo de ¥. Este Oltima es:

. Ee o 3/
02 = xor (xvx) " Txr o2 (8) =
n

Conocemos traos métodos de cémputo, para estimar una relacién /
lineml entra warinbles por regrosién miltiple: i) La operacidn prin

ciprl on invertir la matriz (X'X) if; 1i) La matriz gque se inviex-

5
ta as M ifl 111) La matriz gue sa inviarte es (RR) —f-
¥ SR
~Vor: BRADU, D, and MUNDLAK, J.: Op.cit., pAg. 203.
a/

~"Whnasc, por afjomplo: JONNSTOM, J.1 Econometric Hethods,
McGraw-Hill, €ap.4 un la Primora Edicién, 1960 y Cap.5 en la Sogun-
de Edicibn. Hav Traduececlbn al Castellano,

Efucnuu. por ejomplo:r MADRON, Thoman W.:"Multlpla Rogro=/
ssion for tho TRG6-30', Byte, Oetobar, 19201, pha. 430/47,
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En el caso i) no axiste ningiin problema, pues el programa de //
cémputcs nos provee directamente la matriz (X'X) ', que es la que /

aparece en la formula (6).

El problema se plantea en los casos ii) y 1ii), on les qua el /

-1 -1
prograna conputa M ¥y (RR) ', ¥ no la matriz gque necesitamos. MNoa

Vxe 17/
1.

preocupa, pu2s, obtener 21 walor de la expresidn X*' (X'X)

(que es un cscalar), cuando no conocemos (X'X) ', sino M~ ' o (RR)™

4.- Caso =n 2l gue sz usa la Matriz dc Corrolacidn

Suponoamos guo nuestro programa de reqresidn mGltiple invierte

la matriz de correlacifn (RR).

Por simple inspeccifn del producto de matrices de puede probar

que:
. {RR)=EHMS {7}
De {7) surge directamente que:
(rr) "' = 57w s7] (8)
¥ que:
-1 -1
M = 5 (RR) 5 (9}

Puesto aque m (para i=2,..,.,k) daoabe scer calculado como pasa //f

ii
previo a la obtencidn de (RR), nueatro programa nos puocde provear /

tales datos., Con ellcos formanos la matriz 5, roquorida por la expre
sidn (9).
El caso iii) de la Seccifn 3 gqueda nai roducldo al camo il), de

@ la misma seccidn, al que consideraremos a continuacidn.

5.- Caso en el gue sc usa la Matriz de Momontos Respucto a las Me-/

dias Muestralcs

Pasamas = conaiderar ol caso en ol gqua el programa de edmputos’
g : -1

inviarte la matriz M, o agqual en el gue hemos llegade a M a par-/
tir de {nn1_1. segiin vimos en la seccldn anterior. Estnmos, por lo

tanto, an los ensos 1i) y 1ii) de la Sceceién 3,

" -1 -
5.1.- Demostracidn de que H es una Sub-Matriz de (X'X)
1

Procedamos 2 partlicionar la matriz (x'x)" ', del alguioante mo-

dos

3 A F
R T e 12 (10)

H
21 “22

A la matriz (¥'¥) la particionamos de modo gue resulte confor

mable con la particidn anterior:
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i By By,
(X'%) = . (11
21 22

Por definicién dn nmatriz inversa:

[ -1 '

Podamos particlonar;
- Tiy Iqa 4
1
k o1 I, -

Utilizando las particiones de (10},

(11) ¥y (13) y el produg
to do matricas ‘da (12) obtanomos:

J"‘21[‘11"'“22”21;"12-; (14)

A, ,B,. 4N

21212 1

22P22"%22 (15)

Roemplazandc algunas submatrices por sus valores, sagfiin sus
dofiniolones, en (14) y (15):

nﬂz1+h22221n0 {(16)

Ra1Bia*haaBas ™ T(x.q) “n

De (16) ehtonenoo:

1 -
n21 = o u22321 {18)

Premultiplicanca (17) por n22

-1 -1
+*
A..D Bz

Ra2 N21B42%832 R, o, lo que es lo mismo:

-1 ~1n B

Ra2®Ma2M24

19
127822 (19)

Racmplazande (1B) en (19) y operando:

-1 -1 1

Naa w Bap (= 5 NyaBay)Byp*By,

-1
A = B

B 20
22 22 By1Py2 (293

2=

n
Obsérvesa que cada elemento de B,, o8 E_lxitxjt(Para i,4=

w2,.,..,k). Hétesu, adenmfs, que cada elemento de la matriz (de or-/

n n =
den(k=1), cuadradna) B,,B,, 08 igual a E_1x1t.§_1xjt}(pnra 1,9
-2....,ki; Por lo tante cada oclomonto de n;; resulta: v xltxjt_
t=1
Loy r r X, (%, ~%,) ( 1,4=2 k). O
- ( I X L b4 j- I {x -X X -X =m para TR RN .
n w1 it tm1 it twl it 71 it 79 ij

goA gue la mAatriz ﬁ;; tiane r18 olemontos idGnticos a los de M. //

n
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Por lo tanto

=1
hzz - M {21)

Y, por sor Gnilon ln matriz inversa:

“ _
hil-" (22)
De (10) y (22) murgo que n™' us una submatriz de (x'x1'1. que
me obtiona olininnnde -a prinmern fila y la primera columna de esta

ileima matrele.

5.2,= Eatimnoifn do ia Varianza do la Prediccibn dol Logaritmo de

¥, ouandn ne utilizan ln Inversa da M.

connidaramos al vootor:

s - 10 = 1 (23} £
i X, X 4

particionade do un nodo conforrabla con las matrices de (10}, (11)
y (13}, ;
Nasulta avidnnte quor
1 0 1

X* = - e -
X, Pl X (24)

ytilizande (10) y (24) ma obtiena:

i h11 M2 lo Rt Pra y
X! (X'%) x*e {0 x4} + {0 %t} NERIND
Moy P2z [se Aoy Ran]| %
STRET I o Pz Pl [ '35)
A, A BRI TV X
21 "22] |X 21 "22

Roalizadde los prodvotoe da matrices particionadas plantoados

en (25), y oporando, lleysrmos ai

-' - (N "y 1 ] ¥
1“ (%' %) K' a x.lhzzx‘u,'xuhzzx.i,ﬁlla-gI:__-n-l;‘21+:\r.* Azzx-hnlzx} i
(26)

1y

pPara oh*anasr loa dobles productos de (26) se tuvo on cuanta //
fqu= todns lon numandos pon encalares, y quo un eponlar es piempre

{dfntian A nu tranpuaro,

pahlda n qrag
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s 1
X = n P

b Buwdta g e f o ' MLE Ry

s Ragpulea, anlieando (27) a (26)s - = = e R e
wewad o1 TR nF e

x"‘¥3¥""x’“nﬁ‘“221“*{ )2 12ﬂ22521+ﬁ11*25“ “21*‘ x* h22 5 T

: Lo, duid o B : 15t
r"' RSP | T O L Al # " & ¥

1*3 nizug1h g0 v ISR i L LIRS ) 4 FBYE TEak e
r 5

£l ST ey e
' . i F} . J A pol et |
i i)y vl -

¥oee

coyo@era, utilizande las.particionocs: dd  (10) ,» {111 ¥ (131 'y el PIO-
, ] Format L&
ducto de matrigog.de (12), obtenemoec: ’ '

aliopd b o (R B

wytboa ."; g CoeE gt it . ; ;
MiBrithatar it TP -

b
'Rahmplnaéﬁﬁh-v opqégﬁad & 129);'“f :
S S S R < LR s iyt {
ApgBaydlenhy gl o0 o Tl S0y
I &a;mﬁsg:da Ia ccuacidn [15; ﬁgxgn;;;;,rgdrlgagaje dé.téfminosg

m=n [ (31)

N22P29 21

vtilizando (28),(30) y (31) obtenemos, luego de operar:

M xrx) T T geaxar Ry, X*+ % (32)

Y, seglin (22), sorh:
w(x! )'1x- - M Ysew 4 1
X*r(X'X X X a (33)

En conclusifin, cuando nuestro programa de computo de regresidn
lineal miiltiple trabaja con la matriz M, la férmula (6) resulta:

02 m (x*'H Txr o+ —1 a? (34)
n
Quo tambifn es aplicable al caso en que se trabaja con la matriz //

-1 -1
(RR), unn vez que su inversa, (RR} -, fué transformada en M segiin

lo eotabloce la expresién(9}.

6.- Conslderaciones Finales

En cualquiera de los tres métodos de cOmputo de regresidn lineal
mltiple podemos obtener los elementos nccesarios para realizar la

corracclén por sesgo lognormal, cuando ell- fuera requerido.

En los casos i) y 1i) planteados en la Secc. 3, loc obtenido con
flgobra matricial os perfectamente aplicable a los ¢dmputos, y los
orroros do rodondeco que resulten en ci‘astnrin relacionados con a-/

quollos on los quo se hublera incurrido al invertir (X'X) & M, casi
exclusivamonto.
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= 8 =

En cl caso iii), por el contrario, el problema de los errowxes da

redondeo se ve amplificado por el métode agqul propgesto, . Ya el Pr?]{g;ﬁ

grama de regresidn comete errores que no estarian presentes al inver
tir M, cuandn hhce, primero SMSw(RR)ELy recidén procede a invertir es-
ta ﬁltimn matriz (véamse las ecuacioncs (7) y (8)), pues en cada una
de esas operaciones se procede a redondear o (peor alin)a truncar los
rasultados. Cuande luego computamos, de acuerdo a (9), H-1=SIRR}
amplificamos csos crrores: e introducimos nuevés efrored’de redondeo.

El resultado puede llegar a ser; simplemente;”basura”.

Por ello parece aconsejable couprobar, 20 .cada caso particular,
el grade de exactitud de los cBmputos, pracudiendo del s1guien*e mo-
i ¥ slani- s, v/

8} , para observar cuan cerca

do: Realizar, por scparado, los productos . § {RR%S
luego multiplicar {8~ (RR)S™'} {S(RrR)™
no a una matriz unitaria es el resultado. 5i las diferencias fueran

notables, mds vile emplear otro métodn.
el 4 h va Telead BTy

spr % 2 ¥ . e ¥ h

ws kT
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