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Conceptos basicos de estadistica

Hay tres clases de mentiras: las mentiras, las
malditas mentiras y la estadistica.

There are three kinds of lies: lies, damned lies,
and statistics.

Benjamin Disraeli (1804 - 1881)

Estadistico: Una persona que cree que las cifras
no mienten, pero que admite que si se analizan
algunas de ellas no tendrian fundamento.
Statistician: A man who believes figures don'’t lie,
but admits that under analysis some of them won't
stand up either.

Evan Esar (1899 - 1995), Esar's Comic
Dictionary

Estadistica: la unica ciencia que les permite a
expertos diferentes, sacar conclusiones diferentes
usando las mismas cifras.

Statistics: The only science that enables different
experts using the same figures to draw different
conclusions.

Evan Esar (1899 - 1995), Esar's Comic
Dictionary

“Hay gente que utiliza la Estadistica como un
borracho utiliza el poste de la luz; mds para
apoyarse que para iluminarse”.

Andrew Lang (Citado por Thomas y Ronald
Wonnacott)

La estadistica es un método cientifico de analisis que se aplica a las ciencias sociales y
naturales. Su principal utilizacion es la inferencia estadistica, esto es, que a partir de la
informacion obtenida de una muestra -reducido numero de observaciones de un universo-
se hacen “inferencias” sobre la poblacion total.

Estadistica Descriptiva

Lo primero que se debe hacer con la informacion obtenida de una muestra, es reducirla
a unas cuantas cifras que condensen o concentren la informacion mas importante. Estas
cifras se conocen como las estadisticas de la muestra.

TP

Obsérvese la diferencia entre Estadistica, drea del conocimiento que permite
hacer inferencia sobre poblaciones, y la estadistica de una muestra, que es una cifra que
describe a esa muestra o al universo. También debe distinguirse entre la estadistica de una
muestra y el parametro que describe a un universo. Lo que se calcula para una muestra
son las estadisticas de la muestra que pueden servir para calcular o hacer una estimacion
de los parametros del universo.

Supongase que se ha obtenido una muestra de la audiencia de una cierta poblacion y se
indaga sobre habitos de lectura. Si la muestra que se obtuvo es de 1.000 personas y 345
de ellas responden que no leen, entonces una forma de describir la muestra es diciendo
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que el 34,5% de ella no lee. Esta cifra puede ser utilizada para hacer una inferencia de la
poblacion en cuanto a los habitos de lectura.

Ahora bien, los datos que se obtienen no pueden ser utilizados sin un previo analisis y
sin reserva. Por lo general, cuando se toma una muestra se incurre en algin tipo de error
estadistico, el cual tiene que ver con el tamafio de la muestra; intuitivamente es obvio que
si se tiene un universo muy grande, a mayor informacién que se obtenga -mayor tamaiio
de la muestra- mas cerca de la realidad van a estar las estadisticas de la muestra,
comparadas con las estadisticas del universo. Los técnicos reconocen entonces un margen
de error, y se dice que un dato tiene un margen de error. Por ejemplo, los datos de
preferencia de votos en una campafia electoral se expresan como que el 65% de la gente
votara por el candidato 4, con un margen de error de +£5%. Esto es, que el verdadero
valor se estima que esta dentro del intervalo 60%-70% y esta afirmacion tiene una
determinada probabilidad de que sea cierta; se dice entonces que es un intervalo de P%
de confianza (por ejemplo, 95% de confianza).

Distribuciones de probabilidad

Un universo tiene unas caracteristicas estadisticas que, como se dijo arriba, pueden
especificarse con unas cuantas cifras. Asi mismo, los universos tienen dos caracteristicas
basicas: son discretos cuando los valores que toman las unidades que lo configuran toman
valores finitos, por ejemplo, el nimero de afios en que los ingresos son cero, 0, 1, 2, 3,
etc. o son continuos lo cual significa que pueden tomar un infinito nimero de valores,
como puede ser el espesor de una lamina de acero o, con mucho rigor, la edad del ser
humano.

Histogramas y Tablas

Una manera de visualizar la informacion de una muestra es tabularla o mostrar la
grafica de los valores obtenidos.

Caso discreto

Suponga que se hace una muestra 6.400 viviendas de un pais. (Esto puede hacerse con
facilidad si se tiene acceso a los formularios de un censo de poblacion o de una manera
mas compleja, construyendo una muestra aleatoria de las 6.400 viviendas, localizandolas
y visitandolas para verificar los datos). La muestra indica que en las viviendas el nimero
de habitaciones esde 1,2,3,4,506 6.

En el archivo Estadistica. XLS en la hoja DISTRIVI se encuentran los valores de
una muestra de 6.400 viviendas en términos del nimero de habitaciones de cada vivienda.
Estos datos estan en el rango 4/:J640 y a ellos se hace referencia en la siguiente tabla. Se
debe advertir que segun los manuales de Excel, esta funcion no puede manejar mas de
6.400 observaciones; sin embargo, el autor ha trabajado con 10.000 y se han obtenido
resultados satisfactorios, excepto en la configuracion de la férmula. Para ilustrar el uso de
la funcidn se presenta un ejemplo:

Si se tienen los siguientes datos y se desea calcular cuantas veces aparecen viviendas
con 1,2,3.4,5 o 6 habitaciones, se debe usar la funcion =FRECUENCIA(Datos;grupos) o
en la Barra de Herramientas de Excel, se oprime Herramientas y aparece el ment que se
muestra a continuacion. Alli se escoge Andlisis de Datos. Esta opcion se explicara en
detalle.
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QOrtografia... F7
Auditoria 3

Buscar objetivo...

Solver...

Proteger 3
Macros automaticas...

Macro...

Grabar macro (3

Asignar macro...

Opciones...

Analisis de datos...

Cuando se hace click con el Mouse en Analisis de Datos, aparece el siguiente cuadro de
dialogo:

= Analisis de datos
Funciones para analisiz
ceptar

Cancelar

Analizis de varianza de un factor

Analiziz de varianza de dos factores con varias muestras por grupo
Analiziz de varianza de dos factores con una sola muestra por grupof—
Coehiciente de correlacion

Covarianza

Estadistica descriptiva

Suavizacion exponencial

Prueba F para varianzas de doz muestras
Analiziz de Fourier

Hiztograma i

[+

Alli se selecciona Histograma y aparece el cuadro de dialogo siguiente:
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~Entrada —
Hango de entrada: Sﬁﬂ:iTﬂl] | ceplar l
Hango clases: [$vsa-gvsi

~Opciones de sahda
® Rango de salida: [$we4

! En una hoja nueva: |

! En un libro nuevo

[ Pareto [Histograma ordenado]
[X Porcentaje acumulado
[% Crear grafico

Se le debe indicar al programa en qué rango se hallan los datos, donde insertar los
grupos o rango de clases y cual ha de ser el rango de salida. Ademas se debe indicar si se
desea el porcentaje acumulado, ademas del histograma de frecuencias absolutas y si se

desea hacer una grafica. Hecho esto, se oprime el boton _ . También se puede

pedir que construya una curva de Pareto, la cual consiste en ordenar los valores de mayor
a menor frecuencia. Todo esto lo hace Excel en forma automatica.

Con los datos del archivo Estadistica. XLS, en la hoja DISTRIVI se introdujeron los
rangos en el cuadro de didlogo anterior.

Los resultados con los datos anteriores son los siguientes:
En forma tabular:

No de cuartos Frecuencia % acumulado
1 970 15,16%
2 1.575 39,77%
3 1.349 60,84%
4 1.136 78,59%
5 665 88,98%
6 705 100,00%
y mayor... 0 100,00%

En forma grafica:
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Distribucion de las viviendas por nimero de cuartos

1.800
1.600 |
1.400 |
1.200 |
1.000 |
800 +
600 +
400 |
200 | (=

120%

+ 100%
+ 80%

== Frecuencia
+ 60%
—=8— % acumulado

Frecuencia

1 40%
1 20%

0%

No de cuartos

Cuando se usa la funcidn frecuencia, el procedimiento es mas complicado y menos
espectacular. En la barra de herramientas se encuentra el botén del “Asistente de

Funciones”, al oprimirlo aparece el siguiente cuadro de dialogo:

= Asistente para funciones - paso 1 de 2

Elija una funcian v luego Siguiente para obtener sus argumentos.

Categorias de funciones:

Hombre de la funcion:

Usadas recientemente
Todas

Financieras

Fecha y hora

M atematicas v trig.
Biszqueda y referencia
Base de datos

Texto

Lagicas

Informacion

+

DISTR.NORM.INV +
DISTR.T

DISTR.T.INV
ERROR.TIPICO XY
ESTIMACION.LINEAL
ESTIMACION. LOGARITMICA
FISHER

GAMMA LN
INTERSECCION
INTERVALD.CONFIANZA +

FRECUENCIA[datos gruposz]

Devuelve una distibucidn de frecuencia comao una matnz vertical.

| Ayuda I| Cancelar I| < Alras Iﬂluiente }l Terminar I

En este cuadro ya se sefiald las funciones “Estadisticas” y dentro de ellas se escogid
“Frecuencia”. Cuando ya ha sido seleccionada la funcidon que interesa, se oprime el boton

y aparece este cuadro de didlogo:
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= Asistente para funciones - paso 2 de 2

FRECUENCIA Valor: |

Devuelve una distnbucidn de frecuencia como una matnz vertical,

Datos [requernido]
£z Liha matrz de o una referencia a un conjunto de valores para los cuales e desea contar

frecuencias.
datos @I |

grupos @l |

| Apuda I| Cancelar I| < Alras ISiguiente}I_leminar l

En la casilla datos(A]] | se introduce el rango
donde se encuentran los datos; en el ejemplo, A/:T10. En la casilla

grupos @l |

se introduce el rango de los grupos en
que se desea clasificar los datos; en el ejemplo, M3:M8. Al oprimir el boton &

aparece el resultado en la celda O3; a partir de esa celda se debe sefialar el rango 03:08,
inmediatamente, estando sobre la celda O3, se oprime F2 y simultineamente las teclas
CTRL+MAYUSCULAS+ENTRAR (en  Windows) 'y COMANDO+ENTRAR (en
Macintosh). Asi se convierte la funcion (formula) FRECUENCIA, en una matriz y se
obtiene el valor de la frecuencia de ocurrencia para cada grupo.

M N (0]
1|Numero de|Frecuencia absoluta acumulada. Frecuencia relativa.
habitaciones.

2
3 1 {=FRECUENCIA(A1:J640;M3:M38)} =N3/$N$9
[937] [14,64%]
4 2 {=FRECUENCIA(A1:J640;M3:M8)} =N4/$N$9
[1,603] [25,05%]
5 3 {=FRECUENCIA(A1:J640;M3:M8)} =N5/$N$9
[1,363] [21,30%]
6 4 {=FRECUENCIA(A1:J640;M3:M8)} =N6/$N$9
[1,109] [17,33%]
7 5 {=FRECUENCIA(A1:J640;M3:M8)} =N7/$N$9
[650] [10,16%]
8 6 {=FRECUENCIA(A1:J640;M3:M8)} =N&/$N$9
[738] [11,53%]
9|TOTAL =SUMA(N3:N8)| =SUMA(03:08)
[6,400] [100,00%]

Los valores obtenidos se pueden mostrar en una grafica que se llama histograma de
frecuencia.
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30,00%

25,00%

20,00%

%de viviendas 15,00%
10,00%

5,00%

0,00%

1 2 3 4 5 6

Numero de habitaciones

En el archivo Estadistica. XLS en la hoja DISTRIVI construir la tabla y grafica
anteriores.

Caso continuo

Nuevamente, si se toman los datos de un censo de poblacidon y se obtiene una muestra
de 2.000 personas, las edades se clasifican en intervalos y no en valores puntuales.
Estrictamente, la edad de una persona se comporta como una variable continua, a pesar
de que en la practica la gente “redondea” su edad en numeros enteros y casi nunca, o
nunca, se dice que alguien tiene 22 afos, 3 meses, 27 dias, 4 horas, etc. También en la
practica nadie tiene la misma y exacta edad de otra persona. Por consiguiente carece de
sentido hablar de valores concretos, antes bien, se habla de rangos de edad. Mas aun, en
el caso de las edades, se acostumbra a definir los rangos con extremos enteros, por
ejemplo, se habla del grupo de edad de 0-4 afios o de 5-9 afios. La muestra indica que las
personas tienen edades entre 0 y 100 anos (en la practica, aunque se puede exceder esa
cifra). La muestra se puede clasificar de acuerdo con los grupos de edad quinquenales
(cinco afios) y su tabulacién se puede presentar asi:
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Grupos de Edad (afios) Frecuencia Frecuencia
absoluta relativa

0-4 243 12,15%
5-9 251 24,70%
10-14 226 36,00%
15-19 231 47,55%
20-24 215 58,30%
25-29 176 67,10%
30-34 140 74,10%
35-39 121 80,15%
40-44 86 84,45%
45-49 75 88,20%
50-54 70 91,70%
55-59 60 94,70%
60-64 40 96,70%
65-69 35 98,45%
70-74 12 99,05%
75-79 9 99,50%
80-84 7 99,85%
85-89 1 99,90%
90-94 1 99,95%
95-99 0 99,95%
100-104 0 99,95%
105-109 1 100,00%
Total 0 100,00%

TR

Siempre surge la pregunta de: ;cuantos intervalos se deben construir? La
respuesta es que esto depende de los datos que se deseen analizar y no deben ser, ni
muchos, ni pocos. Se puede considerar que entre 5 y 15 intervalos seria razonable. En
cuanto al punto medio de cada intervalo, es preferible considerar un nimero entero.

Si se analizan las edades de la muestra y de la poblacion de manera estricta, se tendria
un patron de muchos valores continuos con una concentracion en los primeros 40 afios,
que se iria reduciendo a medida que se aumenta la edad.

El histograma de frecuencias de las edades seria asi, considerando el valor central de
cada intervalo como el valor del mismo:
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14,00%
12,00%
10,00%
8,00%
Frecuencia
6,00%

4,00%

2,00%

0,00%

2 7 12 17 22 27 32 37 42 47 52 57 62 67 72 77 82 87 92 97 102 107
Edades

En el archivo Estadistica.XLS y en la hoja DISTRIED construir la tabla y grafica
anteriores. Mostrar también la grafica de la frecuencia relativa.

Estadisticas de una distribucion

Arriba se mencion6 que la distribucién de un universo se podia representar por las
estadisticas de la muestra o del universo. Las estadisticas mas comunes son aquellas que
muestran la tendencia central o valor alrededor del cual se agrupan los elementos del
universo y el grado de dispersion. Estas dos ideas se ilustraran con el caso discreto de las
habitaciones de las viviendas de la muestra seleccionada.

Tendencia central de la distribucion

Con esta estadistica se trata de examinar hacia qué valor se concentran los valores de la
distribucion. Las estadisticas mas conocidas que miden la tendencia central son: La
moda, la mediana y la media o valor esperado.

La moda

La moda se define como el valor mas frecuente. Esto es, aquel valor que tiene mayor
frecuencia. Debido a que los datos pueden agruparse de manera arbitraria —en el caso de
la distribucidon continua— la moda no es la mejor medida de tendencia central. También
puede suceder que haya dos “modas” iguales, en ese caso se dice que la distribucion es
bimodal y se presenta una ambigiiedad. La forma mas facil de determinar la moda es
utilizando el histograma de frecuencias.

Por medio del histograma de frecuencias de los ejemplos anteriores, identificar la
moda. Excel tiene la formula para ello, =MODA (Datos) pero esta restringida a un nimero
reducido de observaciones; para 400 observaciones calcula el valor, para 10.000 arroja
error.

10
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La mediana

La mediana es aquel valor que divide la distribucion en partes iguales, o sea que el
numero de observaciones por encima de la mediana es igual al nimero de observaciones
por debajo de ella. Se conoce también como el valor medio o percentile 50.

Con los datos de los ejemplos anteriores debe usted identificar la mediana. Excel
tiene la férmula para ello, =MEDIANA (Datos).

La media o valor esperado

El valor esperado o media indica la tendencia central de los datos. Esto significa que es
el valor alrededor del cual tienden a agruparse los datos de una distribucion. En el caso de
una variable aleatoria discreta, se calcula multiplicando cada valor posible por su
probabilidad y sumando sus resultados. En el caso de una variable aleatoria continua, se
debe recurrir al concepto de integral que se estudia en el calculo integral. Generalmente
se expresa por medio de la letra griega p (parametro) para el universo y por la notacion

E()o X (estadistica) para una muestra.

Con los datos de los ejemplos anteriores calcular la media. En Excel la formula es
=PROMEDIO(Datos).

Medidas de la dispersion de la distribucion

Las estadisticas que describen a una muestra o universo muestran qué tan dispersas
estan las observaciones o los elementos del universo. Las mas comunes son la varianza,
la desviacion estandar (es la raiz cuadrada de la varianza) y el rango. Intuitivamente se
puede pensar en medir las diferencias entre cada observacion y el valor central, por
ejemplo, el valor esperado o media. Eso va a producir valores negativos y positivos y al
sumarse entre si deben cancelarse y producir el valor cero. Se puede obviar este
inconveniente trabajando con el valor absoluto, en Excel, =DESVPROM ((Datos) o con los
cuadrados de las diferencias en Excel, =DESVIA2(Datos). Cuando se desea medir las
variaciones entre dos o mas variables, entre si, entonces se habla de la covarianza.

Varianza

Una medida de la dispersion de unos datos es la varianza. Esta se calcula asi:

i(Xi _})2
o= (12)
n

O sea que es el promedio del cuadrado de las diferencias de cada dato con el promedio.
Esta expresion se aplica para la distribucion y la muestra; cuando se refiere a la poblacion
o universo, se utiliza la letra griega sigma o (pardmetro) y s° (estadistica), cuando se
trata de la muestra. Sin embargo, cuando se trata de estimar la varianza de un universo o
distribucion a partir de la varianza de una muestra de tamafio n, entonces la formula debe
modificarse asi:

11
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n

> L, - X}

ol=l (13)

Con los datos de los ejemplos anteriores calcular la varianza de los datos obtenidos
y de la distribucion o universo de donde procedieron esos datos. En Excel la formula es
=VAR(Datos) cuando se trata de medir la varianza de la muestra, y =VARP(Datos),
cuando se trata, a partir de la muestra, calcular la varianza del universo.

Desviacion estandar

La desviacion estandar (o ) es la raiz cuadrada de la varianza. Se puede demostrar que
si X;, X5, X;...X, son variables aleatorias independientes con media 4 ; y desviacion

estandar o ;, entonces la suma de esas variables tendran una distribucion normal con
media 4 ;y desviacion estandar nx o ,-2.

Con los datos de los ejemplos anteriores, calcular la desviacion estandar de los
datos obtenidos y de la distribucion o universo de donde procedieron esos datos. En Excel
la féormula es =DESVEST(Datos), cuando se trata de medir la desviacion estandar de la
muestra (con esta funcidon se hace una estimacion del parametrto del universo), y
=DESVESTP(Datos), cuando se trata de calcular la desviacion estandar del universo, a
partir de la totalidad de los datos de ese universo. (DESVEST parte de la hipotesis de que
los argumentos representan la muestra de una poblacion. Si sus datos representan la
poblacion total, utilice DESVESTP para calcular la desviacion estandar).

Rango

Otra manera de estimar la dispersion de unos datos es medir su rango. Esta es la
diferencia entre el valor maximo y el valor minimo.

Con los datos de los ejemplos anteriores calcular el rango de los datos obtenidos.
En Excel la féormula para el valor maximo es =MAX(Datos) y para el valor minimo es
=MIN(Datos).

Covarianza

La covarianza indica en qué medida dos variables se mueven al unisono. Si se observa
el comportamiento de la rentabilidad de las acciones en la Bolsa, se encontrard que
algunas de ellas aumentan al mismo tiempo y otras disminuyen mientras las otras
aumentan. El célculo de la covarianza relaciona las diferencias entre las variables y sus
medias, unas con otras, asi:

izn:(Xi _Z)(Xj _X_/)

O-Uz — i=l j=1 - (14)

(0]

o, =Y > px,-Ex, \x,-EX)) (15)
=1

i=l j
También se puede expresar como:

12
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0, =1,0,0, (16)

El resultado del céalculo de la covarianza es una tabla como la siguiente:

O, O, .. (o
612 622
(17)
O-/m—l
O-ln O-n—ln Gnn

Hay que observar que los datos de la diagonal son las varianzas de cada variable. Las
demas son las covarianzas y son simétricas. Por ejemplo, si se desea saber como varian
cuatro acciones de la Bolsa de Bogota, se tiene:

Mes |[CADENALCO |ARGOS |CONSTRUCEL |PAZ DEL RIO
1 15,75% 16,63% 14,87% -3,91%
2 -0,47% -0,36% 9,42% -19,33%
3 -13,65% -7,77% -1,68% -36,61%
4 -17,00% -8,77% -14,81% -21,58%
5 18,87% 1,51% -25,58% 0,04%
6 11,78% 1,50% 8,57% -25,22%
7 9,00% 6,90% 11,42% -30,23%
8 -8,61% -6,54% -10,32% 0,00%
9 -5,31% -3,57% 1,71% 7,22%
10 -16,73%| -11,06% 0,00% -2,25%
11 -13,21% -11,33% -1,88% 8,52%
12 12,65% 7,72% -28.,44% 4,22%
Relacion entre la rentabilidad de 4 acciones
30%
20% A
T 0% —e— CADENALCO
g 0% 1 —&— ARGOS
:g -10% | —a— CONSTRUCEL
é 20% | —»— PAZ DEL RO
-30% |
-40%
0 2 4 6 8 10 12 14
t

13
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La covarianza se puede calcular en Excel con la opcidon de ment Herramientas y alli se
selecciona Analisis de datos. En el cuadro de didlogo que aparece, se escoge Covarianza
y se indica el rango donde estan los datos para los cuales se desea calcular la covarianza.
La matriz de covarianza de las rentabilidades de las cuatro acciones es:

CADENALCO ARGOS CONSTRUCEL | PAZ DEL RIO
CADENALCO 0,0182927 0,01022173 -0,00046223 0,00106384
ARGOS 0,01022173 0,00738926 0,00233332 -0,00041683
CONSTRUCEL -0,00046223 0,00233332 0,01999673 -0,00041683
PAZ DEL RIO 0,00106384| -0,00041683 -0,00827034 0,02463414

La covarianza de Argos y Argos es su varianza; en forma similar, la covarianza entre
Cadenalco y Cadenalco es su varianza. La covarianza de Construcel y Construcel es su
varianza; en forma similar, la covarianza entre Paz del Rio y Paz del Rio es su varianza.

En estas graficas se observa que mientras dos de las acciones tienden a seguir el mismo
comportamiento (suben o bajan ambas) las otras dos se comportan de manera contraria
(mientras una sube, la otra baja). La medida del grado de coincidencia en el
comportamiento estd dada por la covarianza entre ellas.

Si se mezclan las cuatro acciones en partes iguales (si se construye un portafolio de las
cuatro acciones por partes iguales), graficamente se tiene lo siguiente:

Relacion entre la rentabilidad de 4 acciones

30%

20% -

10% - —e— CADENALCO
—m— ARGOS
—Aa— CONSTRUCEL
—»— PAZ DEL RIO

—X— Portafolio

-10% -

Rentabilidad

-20% -

-30% -

-40%

Y los resultados de la media y la desviacion estandar son los siguientes:

CADENALCO | ARGOS |CONSTRUCEL |PAZ DEL RIO [PORTAFOLIO
PROMEDIO -0,58% -1,26% -3,06% -9,93% -3,71%
DESVEST 12,95% 8,23% 13,54% 15,03% 6,74%

Obsérvese como se redujo la desviacion estandar (la variabilidad del portafolio),
debido a la combinacién de cuatro variables (rentabilidad) y a la inclusion de acciones
con covarianzas negativas.
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Correlacion

El dato que proporciona la covarianza no es facil de interpretar cuando se expresa en
las unidades de las variables analizadas; se necesita un indicador que sea independiente
de las unidades de las variables analizadas; para evitar este problema, se puede encontrar
la correlacion o indice de correlacion entre dos variables, escalandolo o “normalizandolo”
con las desviaciones estandar, asi:

O,
ry = - (18)
GiO'j

Esta expresion se conoce como coeficiente de y estd entre -1 y 1. Sirve para medir el
grado de asociacion entre dos variables u observaciones. En el ejemplo de las acciones se
tiene, para Construcel y Paz del Rio, desviaciones estandar:

CADENALCO ARGOS CONSTRUCEL | PAZ DEL RIO
CADENALCO 0,0182927| 0,01022173 -0,00046223 0,00106384
ARGOS 0,01022173 0,00738926 0,00233332 -0,00041683
CONSTRUCEL -0,00046223 0,00233332 0,01999673 -0,00827034
PAZ DEL RIO 0,00106384| -0,00041683 -0,00827034 0,02463414
CONSTRUCEL |PAZ DEL RIO
Varianza 0,01999673 0,02463414
Desviacion estandar 0,14140981 0,15695266
-0,00827034
ple, p) =-0,37262751

- 0,14140981x0.15695266

Este valor indica que estdn correlacionadas negativamente; o sea, cuando la
rentabilidad de una accion aumenta, la rentabilidad de la otra tiende a bajar.

Variable aleatoria

Una variable aleatoria es el valor que se le asigna a un determinado evento. Por
ejemplo, en el ejemplo de la inversion a tres afos, se le puede asignar un valor monetario
a cada evento y un Valor Presente Neto (VPN) a la inversion; el VPN es una variable
aleatoria.

Si se retoma el ejemplo de la inversion a tres afios, se habian previsto ciertos resultados
y si se supone que cada afio sin ingreso se le asocia el valor cero y cada afio con ingreso
se le asocia el valor $600, al afio sin ingreso se le asocia una probabilidad de 30% y se
tiene una tasa de descuento de 20% anual, entonces se tiene lo siguiente:

15
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A B C
1 [P(N)= 30% Inversion
2 |P(N)= 30% $1,000
3 |P(N);= 30% | Tasa de descuento anual.
4 | Valor de un afio con ingreso. $600 20%
5 | Valor de un afio sin ingreso. $0
6 | Evento combinado. Probabilidad total. Variable aleatoria (VPN).
7 | (NNN)=m, =B1*B2*B3 -1,000
[ 0,027]
8 [ (NVNS)=m, =B1*B2*(1-B3) =B4/(1+C4) ~3-C2
[ 0,063] [-537,04]
9 [(NSN)=m; =B1*(1-B2)*B3 =B4/(1+C4) ~2-C2
[ 0,063] [-444.,44]
10 | (NSS)=my =B1*(1-B2)*(1-B3) | =B4/(1+C4) "2+B4/(1+C4) "3-C2
[0,147] [18,52]
11 | (SNN) =ms; =(1-B1)*B2*B3 -333,33
[ 0,063]
12 | (SSN) =myg =(1-B1)*(1-B2)*B3 222,22
[0,147]
13 | (SNS) =m; =(1-B1)*B2*(1-B3) 129,63
[0,147]
14 | (SSS) =my =(1-B1)*(1-B2)*(1-B3) 685,19
[ 0,343]
La distribucion de la variable aleatoria sera:
B C
A
13 Variable aleatoria (VPN) Probabilidad
14 -1.000,00 2,7%
15 -537,04 6,3%
16 -444 44 6,3%
17 -333,33 6,3%
18 18,52 14,7%
19 129,63 14,7%
20 222,22 14,7%
21 685,19 34,3%
22 Total 100,0%

continuacion.
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VPH DE LA INVERSION A 3 A0S

PROESEIL DG

BEERE B

Las variables aleatorias se representaran por X y los valores especificos por x. En el
ejemplo X es el Valor Presente Neto (VPN) de la inversion a tres afios. Se dice entonces
que esta variable aleatoria X toma los siguientes valores:

Xi= ~1.000,00
Xo— -537,04
X5= 444,44
Xi= -333,33
Xs= 18,52
Xe= 129,63
X7= 22222
Xs= 685,19

En general, se escribiria X=x. La probabilidad se escribiria P(X=22222),
P(X=685,19), etc.

Asociada a toda variable aleatoria existe una funcion de distribucion acumulada. Si se
define el evento: variable aleatoria X menor o igual que b, como E = (X< b), entonces
P(E) es la probabilidad de este evento y se denomina probabilidad acumulada de b, F(b).
La funcién acumulada de probabilidad es una funcién numérica definida para todos los
valores posibles de b y tiene las siguientes propiedades:

e F(b) es una funcidn no decreciente de b. Esto es, que a medida que b aumenta, F(b)
aumenta o permanece igual y nunca disminuye.
e La variable aleatoria puede tomar valores entre menos infinito (-e0) y mds infinito

(+o0).
Por lo tanto:
® F(-)=0yF(e) =1 (19)

De acuerdo con estas definiciones y propiedades, se puede establecer el valor de la
probabilidad que una variable aleatoria se encuentre entre dos valores dados como:

P(a <X <b)=F(b)-F(a) (20)

Esto significa que cuando se tiene una variable continua, la probabilidad de un valor
preciso es cero.

17
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La distribucion de probabilidad discreta

Una distribuciéon de probabilidad es discreta cuando para cada valor existe una
probabilidad de ocurrencia. Ejemplos de fendmenos que se clasifican como discretos, son
el valor del lanzamiento de un dado, de una moneda, el nimero de hijos de una pareja,
etc.

En términos generales, la distribucion acumulada de esta clase de leyes probabilisticas
esta dada por:

b
F(b)=P(x<bh)= z P(x=x;) paratodaslas x;, <b (21)

Esto significa que la probabilidad de que ocurra un valor menor o igual a b, es igual a
la suma de todas las probabilidades de los valores de X menores que b. Por ejemplo, la
probabilidad de que el resultado del lanzamiento de un dado de seis caras sea menor o
igual que 3 es igual a la suma de las probabilidades de que el valor del lanzamiento sea 1,
263.

Por otro lado, la media y la varianza se calculan asi:

Media de la poblacion: g2= )" xp(x) (22)

Varianza de la poblacion: o° = Z (x— ,u)2 plx) (23)

X

La Distribucion Binomial

Existen muchas leyes de probabilidad discretas; la mas comun es la binomial. Esta
distribucion se utiliza en situaciones con un nimero fijo de pruebas o ensayos, cuando los
resultados de un ensayo son so6lo éxito o fracaso, cuando los ensayos son independientes
y cuando la probabilidad de éxito es constante durante todo el experimento. Por ejemplo,
se puede calcular la probabilidad que dos de los proximos tres bebés que nazcan de un
pareja sean hombres. A continuacion se muestran algunos fendmenos regidos por la
distribucion binomial:

18
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Fenomeno Exito Fracaso p (probabilidad de | n (casos totales) r (éxitos)
éxito)

Lanzar una moneda. Cara. Sello. 0,50 | n lanzamientos. Numero de

caras.
Nacimientos en una | Nifio. Nifia. 0,50 | Tamafio de la|Numero de
familia. familia. nifios en la

familia.
Lanzamiento de 3|8 puntos. |Cualquier 21/216 | n lanzamientos. | Numero  de
dados. otro 8’s.

resultado.
Resultado de | Ingreso. No ingreso. | Asignada segun el |Periodos futuros | Periodos con
inversiones. caso. en que pueden |ingresos.
ocurrir los
ingresos.

Nacimientos de | Ternera. Ternero. 0,50 | Numero de [ Nimero  de
terneros. partos. terneras.
Escogencia de un|Liberal. Otros Proporcion de [ Tamafio de la|Numero de
votante en una partidos. Liberales en la|muestra. liberales en la
encuesta de opinion poblacion. muestra.
politica.
Lanzamiento de wun |1 punto. Cualquier 1/36 | n lanzamientos. | Numero  de
dado. otro valor. I’s.
Aprobaciéon de leyes | Aprobada. | Rechazada. | Proporcion de | Numero de | Aprobaciéon
en el Congreso. congresistas a favor | congresistas. de la ley.

de la ley.

La distribucion binomial tipica es el lanzamiento de una moneda: S = nimero de caras

en n lanzamientos.

Se dice que son n lanzamientos independientes y para cada lanzamiento hay un éxito
(cara) o un fracaso (sello) y las probabilidades son p para cara y (1-p) para sello.

Si se tiene 1 dado, la distribucion binomial que rige este fendmeno se puede deducir
examinando el caso mencionado de obtener cierto nimero de /s en n lanzamientos. Si se
estipula que sean tres /’s en 6 lanzamientos, los casos posibles en que aparecen tres /s

son:
AAAFFF AFAFAF FAAAFF |FAFFAA
AAFAFF AFAFFA FAAFAF |FFAAAF
AAFFAF AFFAAF FAAFFA |FFAAFA
AAFFFA AFFAFA FAFAAF |FFAFAA
AFAAFF AFFFAA FAFAFA |FFFAAA

5.4

El resultado acertado (1) se indicara con la letra 4 y no acertado (diferente a 1) se
indicara con la letra F.
La probabilidad de cualquier evento, por ejemplo AFFAFA, es:
px(1-p)x(1-p)xpx(1-p)xp
Esta probabilidad es igual para cualquiera de los eventos sefialados, pues s6lo cambia
el orden. Como estos eventos son excluyentes, entonces la probabilidad de obtener tres
I’s en seis lanzamientos es la suma de cada una de esas probabilidades. O sea:
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20x(1/6)°(1-1/6)° = 20x(1/216)x(125/216) = 2,500/46,656 = 0,05358
En general para calcular el nimero de r casos exitosos de n intentos, en cualquier
orden, se tiene:

c

5.4

n!

(24)

n se define como »n factorial y es igual a /x2x3x4...x(n-1)xn y el caso especial de
0 esigualal.

En Excel =DISTR.BINOM(num_éxitos (r);intentos (n),prob de éxito (p);acumulado).
En el argumento acumulado, “falso”=valor de la densidad de probabilidad “verdadero”=
valor acumulado de la probabilidad.

En el ejemplo, obtener tres unos en seis lanzamientos del dado:

A B
19 (p= =1/6
[ 0,1667]
20 | n= 6
21| = 3
22| P= =DISTR.BINOM(B21;B20;B19 “FALSO”)
[0,05358368]
Si se analizan todos los casos posibles, se tiene:
A|B C D E
22In [r |p ACUMULADO = “VERDADERO” ACUMULADO = “FALSO”
23| 6| 6 0.1667 =DISTR.BINOM(A23;B23;B23; =DISTR.BINOM(A23;B23;B23
“VERDADERO”) “FALSO”)
1 [2,1433E-05]
24] 6] 5[ 0.1667 =DISTR.BINOM(A24;B24;B24; =DISTR.BINOM(A24;B24;B24
“VERDADERO”) “FALSO”)
[0,99997857] [0,000643]
25 6| 4| 0.1667 [0,99933556] 0,00803755
26 6| 3| 0.1667 0,99129801 0,05358368
27 6| 2 0.1667 0,93771433 0,20093879
28 6| 1 0.1667 0,73677555 0,40187757
29 6| Of 0.1667 0,33489798 0,33489798
30 TOTAL 1
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DISTRIBUCION BINOMIAL (NUMERO DE 1'S OBTENIDOS EN 6
LANZAMIENTOS DE UN DADO)

0,45
0,4
0,35
0,3
0,25
0,2
0,15
0,1
0,05
0

PROB.

NUMERO DE 1'S

Construir en la hoja de calculo la tabla y la grafica anteriores.

La distribucidon binomial tiene los siguientes parametros:
Media = p
Varianza = pq = p(1-p)

La distribucion de probabilidad continua

Cuando la variable que se estd analizando puede tomar cualquier valor entre -ooy code
una manera “continua”, esto es, que se admite cualquier valor, entero o no dentro de esos
limites, entonces se dice que es una variable continua. A diferencia de la distribucion
discreta, donde cada valor tiene asociada una probabilidad, en este caso cada valor tiene
asociado un valor que se llama funciéon de densidad de probabilidad. Esta funcion de
densidad de probabilidad no es un histograma de frecuencia, sino de una curva. La
probabilidad se le asigna a un rango de valores y se mide en términos de la proporcion del
area bajo la curva entre esos dos valores y el area total.

La distribucidon acumulada es en este caso:

b
F(b)=P(x<b)= j P(x)dx (25)
La media y la varianza seran:
Media de la poblacién, u = jxp(x)dx (26)
Varianza de la poblacién, o = J.(x - ,u)2 p(x)dx (27)

—oo
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La Distribucion de Probabilidad Normal

También existen muchas leyes de probabilidad continuas; la més conocida y frecuente
es la que se conoce como distribuciéon normal o de Gauss. Esta ley de probabilidad rige
muchos fenémenos de la naturaleza.

Esta distribucion de probabilidad (funcion de densidad de probabilidad) se expresa asi:
Y x—u Y
)
P(x) =—F—— (28)
2o
Donde:
x = Variable aleatoria con distribucion normal.
e = Base de los logaritmos naturales, 2.71828183.
7 = Numero pi 3.141516....
M =Media de la distribucion.
o = Desviacion estandar de la distribucion.
Esta distribucion tiene unas caracteristicas que la hacen muy especial:
La moda, la media y la mediana son iguales.
Es simétrica alrededor de la media.
La curva tiene dos puntos de inflexion en la media + una desviacion estandar.
Es asintdtica en cero alejandose de media.
El 4rea bajo la curva es igual a 1.

Distribucion Normal

%
o
o
@
‘
\

0.02 +

200.48 *

N~
©
[<e]
(2]
—

147.14
192.86

Altura de varones en cms

Hay un caso especial que consiste en “estandarizar” la distribucion normal; esto
consiste en cambiar el origen de la distribucién y suponer que la media es cero y que la
desviacion estandar es 1. Para lograr esto se hace la siguiente transformacion:

z7=2"H#

o
Z es la variable normal estandarizada.

(29a)

Cuando se trata del promedio de la variable x entonces la expresion (29a) se convierte
en
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71K (29b)

En este caso la variable queda definida con un valor esperado de 0 y una desviacion

, o . . o
estandar de T, es decir, que su varianza es -
n

Esto es muy utilizado cuando no se usan hojas de calculo. Con la normal estandarizada
es como se calculan las tablas de la distribucion normal acumulada.

Cuando se trabaja con distribuciones continuas se manejan areas, ya que se supone que
cualquier valor puede ocurrir y que entonces los intervalos son infinitesimales. Sin
embargo, para hablar de probabilidad se debe referir a un intervalo y, como se estudio en
las caracteristicas de una variable aleatoria, la probabilidad entre -oo y oo es igual a 1.
Como se dijo también arriba, cuando se trata de distribuciones continuas, la probabilidad
debe calcularse como el area bajo la curva entre dos valores. El area bajo la curva entre -
o y oo es 1. Todo esto significa que la probabilidad de un valor exacto, por ejemplo la
probabilidad de que una persona tenga 32 afios, 7 meses, 4 dias, 3 horas, 3 minutos 22
segundos (inclusive se puede llegar a expresar esto de manera infinetisimal) es cero,
puesto que el area entre dos valores iguales (esto es, el mismo valor) es cero.

Muchos fenémenos de la naturaleza pueden ser descritos por la distribucion normal o
de Gauss. Inclusive, algunos fendmenos que no siguen esta ley de probabilidad pueden
ser analizados suponiendo que siguen esa distribucidon, y los resultados, en términos
practicos son bastantes aceptables.

La distribucidon normal tiene ciertas caracteristicas que sirven para hacer mas fécil su
manejo; una de ellas es la simetria —ya mencionada— y que el area debajo de la curva es
proporcional, independientemente del fendmeno que se esté analizando y de los valores
de sus parametros (valor esperado o media y desviacion estandar) a la probabilidad de los
valores que la limitan a cada lado.

Esto significa que si se tiene informacion sobre el area bajo la curva normal con
parametros x4 =0y o=1 esta informacion se puede utilizar para otra distribucion
normal con parametros diferentes, si se hacen ciertas transformaciones. Ahora bien, esta
transformacion era valida cuando era necesario recurrir a tablas por la dificultad del
calculo. Hoy, las hojas electronicas como Excel, por ejemplo, traen funciones que no sélo
manejan la distribucién estandarizada con parametros #=0y o=1 -la funcién es
=DISTR.NORM.ESTAND(z)- sino que tiene funciones que manejan directamente el valor
de la probabilidad deseada, incluyendo los parametros de la distribucidén que se estudia.
Para este caso, también se utiliza el Asistente de Funciones y se aplica la funcion
=DISTR.NORM (Valor que interesa x,media,;desv.estandar;acum). ~ Si  se  escribe
Acumulado en acum, entonces arroja el valor acumulado entre -ooy el valor que interesa,
x; si no se escribe Acumulado, arroja el valor de la densidad de probabilidad, o sea el

R
NeY
Ejemplo

Si se tiene una distribucion normal con # =10y c=3y se desea calcular la
probabilidad que la variable en cuestion tome un valor mayor que 16.

valor de la funcion P(x) =
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Ahora bien, como se desea saber la probabilidad de que la variable sea mayor que 16 y
lo que arroja la funcion es la probabilidad de que sea menor que 16, entonces se debe
restar esta tltima de 1.

A B

1|Valor x. 16
2|Media. 10
3|Desviacion estandar. 3
4|Probabilidad de que x sea menor que 16. =DISTR.NORM(B1,;B2;B3; VERDADERO)
[97,72%]

5|Probabilidad de que x sea mayor que 16. =1-B4
[2,28%]

DISTRIBUCIOH HORMAL
a=10x=3

ni4
AR
AR

o 0og
T noet
004 1
002 1
0
0 5 10 15 20
VALOR

Si se estandariza, esto es que la media se convierte en 0 y la desviacion estdndar en 1:
16—-10

z =

3

Esto es, se supone que la media se traslada a 0 y se calcula cudntas veces estd o= 3 en
el intervalo entre 10 y 16. Esta transformacion equivale a trabajar con una distribucion
normal con pardmetros 4= 0 y o = 1, y se debe calcular la probabilidad de que z sea
mayor que 2. Si la probabilidad de que sea menor que 2 —o 16 en el problema original—

entonces la probabilidad que sea mayor que 2 -o sea, mayor que 16 en la variable
original- sera 10,9773 =0,0227 o sea 2,27%.

=2
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A B
1|Valor x. 16
2|Media. 10
3|Desviacion estandar. 3
4|Probabilidad de que x sea menor que 16. =DISTR.NORM(B1,;B2,;B3; VERDADERO)
[97,72%]
5|Probabilidad de que x sea mayor que 16. =1-B4
[2,28%]
6 z =(B1-B2)/B3
(2]
7|Probabilidad de que z sea menor que 2. =DISTR.NORM.ESTAND(V17)
[97,72%]
8|Probabilidad de que z sea mayor que 2. =1-B8
[2,28%]

Prueba de hipdtesis z para medias de dos muestras

Es muy frecuente enfrentarse a la discusion de si los promedios o medias de dos
muestras son estadisticamente iguales o no. Aunque los resultados de los promedios de
las muestras sean numéricamente diferentes puede suceder que esta diferencia no sea
significativa desde el punto de vista estadistico. Ese significancia se puede examinar con
base en los valores de las medias, de sus varianzas y del tamafio de la muestra. La prueba
mas sencilla es la de z para medias de dos muestras.

La idea es determinar el valor de z definido como

7 = lul _IUZ (30)
VEII'1 Var2
- 4=
ny n,

donde W, y W, son las medias de las muestras, var; y var, son las varianzas de cada
muestra y n; y n, son los tamafos de cada muestra. Si la hipotesis es que las medias son
iguales entonces en una situacion ideal el valor de z calculado deberia ser cero. Obsérvese
que el denominador es la desviacion estandar de la nueva variable aleatoria definida
como la diferencia de las medias.

Podemos entonces examinar la hipotesis de igualdad de las medias y en ese caso
estamos haciendo un examen de lo que se conoce como dos colas, es decir, que al
considerar la igualdad (o desigualdad) de las medias, esta puede no ocurrir (u ocurrir)
porque una es mayor o menor que la otra. También podemos examinar la hipotesis de que
una media sea menor o mayor que la otra y en ese caso utilizaremos un examen de una
cola.

Supongamos que se tienen los resultados de los ECAES (pruebas o examenes de
calidad de la educacion superior en Colombia) para una facultad que tiene sedes en
Cartagena y Bogota. Los datos de las medias, las varianzas y los tamafios de las muestras
son los siguientes:

Bogota Cartagena
Media 52,80952381| 45,77586207
Varianza (conocida) 57,35 48,10
Observaciones 42 58
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,Son los valores 52,81 y 45,78 diferentes desde el punto de vista estadistico como lo
indican los numeros? ;O simplemente se trata de las desviaciones normales producidas
por ser unas muestras de un universo mayor?

Si aplicamos nuestra formula (30) tendremos

52,81—-45,78
E . 4,75

57,35 N 48,10
42 58

En esta prueba suponemos que las variables estan distribuidas segin la distribucion
normal.

Si intentamos examinar la hip6tesis para un nivel de 5% el valor de z, caso de dos colas
deberia ser menor que 1,96 que es el valor de z para que la suma de las dos colas resulte
en 5%. En este caso vemos que el z calculado es mayor que 1,96. Por lo tanto, la
evidencia estadistica nos indica que podemos rechazar la hipodtesis de que las medias son
iguales.

Si por el contrario, examinamos la hipotesis de igualdad de las medias, pero tomamos
como hipotesis alterna que la media de Cartagena es menor que la de Bogota, entonces el
valor de z para que la cola unica tenga un area (probabilidad) de 5% sera de 1,64. Esto
nos indica que podemos rechazar la hipotesis de igualdad de las medias y no rechazar la
hipoétesis alterna de que la media de Cartagena es menor que la de Bogota.

Esta prueba esta definida en Excel y se encuentra en Andlisis de Datos que ya
conocemos. Alli se selecciona Prueba z para medias de dos muestras.

Andlisis de datos

Funciones para analisis

Histagrama i

Media mdwil Cancelar
Generacidn de nimeros aleatarios

Jerarqgl:a v percentil Ayuda
Regresion

Muestra

Prueba t para medias de dos muestras emparejadas

Prueba b para dos muestras suponiendo varianzas iguales
Frueba b para dos muestras suponiendo varianzas desiguales
Prueba z para medias de dos muestras

Al seleccionar esta opcion aparece el siguiente cuadro de didlogo donde se introducen
los rangos donde estan los valores, las varianzas, la diferencia hipotética entre las medias
(en este caso 0) y se indica si se incluyen rétulos o no, el nivel de significancia y el sitio
donde se desea que aparezcan los resultados.
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Prueba z para medias de dos muesiras

Entrada

Rango para la variable 1:

[ TNDIVIDUAL (3)1$CH6:4 T

Aceptar

Rango para la variable 2

[ TNDIVIDUAL (37160451 T

Cancelar

Ciferencia hipokética entre las medias: ||:|

Avuda

‘arianza para la wariable 1 (conocida); |5?,35

[ Rdtulos
Alfa: 0.05

Opriones de salida

YWarianza para la wariable 2 (conocida): |45, 10

il

" Rango de salida: | E
{* En una hoja nueva: |
" En un libro nueyo
El resultado aparece asi
Prueba z para medias de dos muestras
Bogota Cartagena
Media 52,80952381| 45,77586207
Varianza (conocida) 57,35 48,10
Observaciones 42 58
Diferencia hipotética de las medias 0
z 4747722588
P(Z<=z) una cola 0,000001030
Valor critico de z (una cola) 1,644853476
P(Z<=z) (dos colas) 0,000002060
Valor critico de z (dos colas) 1,959962787

Observe que los resultados de los calculos son los mismos.
Ahora consideremos otro ejemplo sencillo.

Notas del curso A | Notas del curso B
Media 2,43 2,39
Varianza (conocida) 0,8464 0,4356
Observaciones 211 33

(Son los valores 2,43 y 2,39 diferentes desde el punto de vista estadistico como lo
indican los numeros? ;O simplemente se trata de las desviaciones normales producidas

por ser unas muestras de un universo mayor?
Si aplicamos otra vez nuestra formula (30) tendremos

_ 243-239 -0.3048
\/ 0,8464 . 0,4356
211 33
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Los valores criticos para un nivel de 5% son £1,96 para el caso de dos colas y —1,64
para caso de una cola. En ambos casos el valor calculado de z esta dentro de los limites
aceptables. En este caso podemos decir que a un nivel de 5% no existe evidencia para
rechazar la hipdtesis nula que dice que las medias son iguales. Y tampoco existe
evidencia estadistica para decir que la nota promedio del curso B es menor que la del
curso A.

La distribucién > (Chi cuadrado o ji cuadrado)

2
La distribucion 4 es muy util para hacer pruebas de hipétesis, en particular pruebas
de bondad de ajuste. Algunas de ellas son las pruebas de normalidad (verificar si una
variable tiene distribucion normal) y tablas de contingencia que permiten evaluar la
independencia de los resultados.
Esta distribucion tiene una formulacidon tan poco amigable como la distribucion
normal:

_ 74 ()"

Y =
5% (H].
2

Donde e es la base de los logaritmos naturales (2,7148...), X 2es la variable chi
cuadrado y ¥ son los grados de libertad.

La prueba y?compara las frecuencias obtenidas de la variable con la frecuencia
esperada de esa variable. Si las dos frecuencias son “parecidas” no se rechaza la hipotesis
de que la frecuencia observada procede de una distribucién dada. La forma general para
estas pruebas es la siguiente:

k 2
7= 1) o
i=1 f;

Donde F; es la frecuencia observada, f; es la frecuencia tedrica o esperada y k es el

nimero de observaciones. En cada caso hay que definir el nimero de grados de libertad.

(30)

La Distribucion t de Student

La distribucion t de Student fue publicada por William Gosset en 1908. La empresa
donde trabajaba le impidid usar su nombre y la present6 bajo el seudéonimo de "Student."
En la seccion anterior dijimos que el estadistico Z tiene una distribucion normal. Este
estadistico tiene la siguiente formulacién

z7=2"H# (32a)

o}

Z es la variable normal estandarizada.

Dijimos ademds que cuando se trata del promedio de la variable x entonces la
expresion (29a) se convierte en

z=2"H# (32b)

AR
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Esta es una situaciéon donde se conocen todos los pardmetros de la distribucion, es
decir, se conoce la media y la varianza o la desviacion estandar.

Cuando no se conoce la varianza debemos usar un estimador para la desviacion
estandar, en este caso . Asi, creamos el estadistico

f=2"H (33)
s
n
Donde p es la media de la poblacion, x es la media de la muestra y s es el estimador
de la desviacion estandar de la poblacion, definida como

o= \/[ LSy, _;)2} (34)

n—1

El estadistico t tiene una distribucion t de Student con n — 1 grados de libertad (k).

En el caso de Z es un estadistico que se comporta segun la distribucion normal con
media cero y varianza 1, mientras que t no tiene una distribucion normal.

La distribucion t de Student se define como la distribucion de la variable aleatoria t la
cual es lo “mejor” que podemos obtener cuando no conocemos 6. Cuando se especifica
una distribucién t de Student hay que especificar los grados de libertad. Estos tienen que
ver con la desviacion estandar s, de la muestra.

Cuando t = z la distribucion t de Student se convierte en la distribucion normal. A
medida que n aumenta (los grados de libertad también aumentan) la t de Student tiende a
la distribucion normal.

En la siguiente grafica se puede ver la distribucion t para k =1 y k = 30. Asi mismo, se
muestra la distribucion normal.

0,012

0,010

0,008

0006 | AP\ k=30

— — — — Normal

0,004

0,002

0,000 1 T
-10 -5 0 5 10

Distribucion t de Student y normal
En esta grafica se puede observar la similitud entre la normal y la distribucion t cuando
k es grande (k=30).
La distribucion t de Student se puede encontrar en Excel como
=DISTR.T(Valor,Grados de libertad,Colas) y al llenar el cuadro de dialogo de la funcion,
aparece asi:
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Argumentos de funcion

DISTR.T
X | T - - !
Grados_de_libertad |1 K = 25
Colas | Sy =2

= 0326891913

Devuelve la distribucidn £ de Student |

X es el valor numérico al que se va a evaluar la distribucian,

Resultado de la Farmula = 0,326891913

&vuda sobre esta funcion Acepkar | Cancelar

La distribucion F

Si se tienen dos variables aleatorias independientes con distribucion Chi-cuadrado y k;
y ko grados de libertad respectivamente, entonces se puede construir una variable
aleatoria de la siguiente manera

z7
1
F=—~ ky (35)
Z/
k2

La variable aleatoria F esta definida s6lo para valores mayores que cero y su funcion de
densidad de probabilidad es

(%)
f(F): F (k1+kz)/
(ky+k F) 72

Esta distribucion de probabilidad se conoce como la distribucion F.
La aplicacion mas importante de esta distribucion es el estudio de variables aleatorias

con distribucién Chi-cuadrado de tal manera que si ¥y %, son variables aleatorias con
distribucion Chi-cuadrado con k; y k; grados de libertad, entonces

zy
kl
Zy

k2

tiene una distribucion F con k; y k, grados de libertad.

(36)

F =

(37)
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La utilidad de esta distribucion radica en las decisiones que se pueden tomar respecto
de la proporcion entre dos varianzas maestrales. Esto se aplcaréd en la seccion de analisis
de regresion, mas adelante.

La distribucion F se puede encontrar en Excel como =DISTR.F(Valor,grados de
libertad, grados de libertad 2) y al llenar el cuadro de dialogo de la funcion, aparece asi:

Argumentos de funcion

DISTR.F
x |D1 E = 2

Grados_de_libertad |g1 | =1
Grados_de_libertad2 |¢;| S = 25

0.169632917

Devuelve la probabilidad de una variable aleatoria siguiendo una distribucidn de probabilidad F {grado de
diversidad) de dos conjuntos de datos.

Grados_de_libertad? es el ndmero de grados de libertad del denominador, un ndmerao
entre 1 v 1010, excluyendo 1010,

Resultado de la Farmula = 0, 169632917
&vuda sobre esta funcion Acepkar | Cancelar

En la siguiente grafica se puede ver la distribucion F para diferentes grados de libertad.

Distribucion F

0,07
0,06 |

0,05 N
\ k1=15, k2 = 10,000
0,04 1 \
\ k1=15, k2 = 50

0,03 |
—k1=15,k2 =5
0,02 |

0,01 A
0,00 ‘ T ‘

f(F)

Distribuciéon F

Estadistica no paramétrica

Hasta ahora nos hemos ocupado de distribuciones que nos permiten “medir” ciertas
estadisticas tales como media, varianza, etc. Existen muchas situaciones en la realidad
que requieren mas que todo verificar si ciertos resultados son independientes o si siguen
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determinada ley de probabilidad (distribucion de probabilidad). También es necesario
encontrar herramientas que nos permitan evaluar resultados basados en ordinalidad, mas
que en valores absolutos. De estos temas se ocupa esta seccion. La estadistica no
paramétrica se utiliza cuando no se cumplen ciertas condiciones rigurosas, por ejemplo,
en lo que se conoce como estadistica paramétrica se puede requerir que las muestras a
estudiar sean independientes y que provengan de distribuciones normales con varianzas
iguales. Las pruebas de hipdtesis no paramétricas son muy populares debido a dos
razones: La primera, es que requieren suposiciones menos restrictivas que las
paramétricas y con frecuencia los calculos son cortos y simples. La segunda, es el hecho
de que las pruebas no paramétricas son las mas adecuadas cuando se trata de analizar
informacion de muestras que s6lo pueden ser ordenadas.

Pruebas de normalidad

Muchas pruebas estadisticas estan basadas en el supuesto de que la variable que se
estudia tenga una distribucion normal. Aunque existen varias formas de hacer la prueba
de normalidad, solo se va a presentar la que utiliza la distribucion chi cuadrado.

En este caso, la frecuencia esperada es la que se obtiene de calcular el valor de la
distribucion normal entre ciertos valores. Los grados de libertad son £-3. Esto se debe a
que se tienen que cumplir tres condiciones en el proceso de ajuste:

Y fi=2F

! FiXi
X => ;

) lelz

c?=> ;

Al tener que satisfacer esas tres condiciones se pierden tres grados de libertad por
tanto, los grados de libertad para la prueba seran .-3.

Ejemplo

Con una distribucion normal cuya media sea 10 y la desviacion estandar fuera de 3, se
han recolectado 250 observaciones de cierta variable y han sido clasificadas en los rangos
que indica la siguiente tabla:

(38)

Entre | y | Frecuencia absoluta Frecuencia relativa Frecuencia relativa Frecuencia absoluta
observada acumulada teorica teorica observada
fi F;
2 0,00%

20 1 1 0,13% 0,13% 0,34
1| 4 6 2,28% 2,14% 5,35
4 7 33 15,87% 13,59% 33,98
70 10 110 50,00% 34,13% 85,34

10| 13 75 84,13% 34,13% 85,34

13| 16 15 97,72% 13,59% 33,98

16| 19 10 99,87% 2,14% 5,35

Para las pruebas de ajuste chi cuadrado se recomienda que por lo menos en cada
intervalo o valor, haya por lo menos 5 observaciones. Por tanto, se fusionan los dos
primeros intervalos.
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Entre | y Frecuencia absoluta Frecuencia absoluta Fi--fi ( F-f )2
observada observada -t 7
Fi /i
2 4 7 5,68751551 1,31248449 0,30287663
4, 7 33 33,9762994 -0,975 0,02797906
7| 10 110 85,336185 24,663815 7,12832159
10{ 13 75 85,3361851 -10,3361851 1,25195101
13| 16 15 33,9762994 -18,9762994 10,5985627
16| 19 10 5,3500237 4,6499763 4,04152968
19| 22
Prueba chi cuadrado 11,0704826 Resultado 23,3512207
inversa (5%, 5) z (Fz _ fz )2
/i

Si los pardmetros se estiman a partir de los datos de la muestra, entonces se pierden 3
grados de libertad. Si los parametros no se estiman, sino que se conocen desde el
universo, entonces se pierde un grado de libertad. En este caso los pardmetros se conocen,
por tanto, el numero de grados de libertad sera 5 (6-1). La Frecuencia relativa acumulada
teorica se calcula con la funcién de Excel =DISTR.NORM (valor de X (valor superior del
rango),; media,;desviacion estandar,VERDADERQO). VERDADERQO indica que se esta
calculando el valor acumulado entre menos infinito y el valor superior del rango (X).

(F - 1)

La estadistica /i se debe calcular con base en las observaciones, no en la
frecuencia relativa. El valor maximo permisible del total es de 11,0704826 y se calcula
con la funcion =PRUEBA.CHLINV(probabilidad %, grados de libertad). En este
ejemplo se utilizé un nivel de 5% y 5 grados de libertad. Como el resultado 23,3512207
es mucho mayor que el permitido, 11,0704826, entonces se rechaza la hipdtesis de que
las observaciones provienen de una distribucion normal.

Tablas de contingencia

Las tablas de contingencia muestran asociaciones entre clasificaciones. La forma mas
simple de tablas de contingencia es la llamada tablas 2x2. Todas las tablas de
contingencia se pueden construir con una opcion en el ment Datos de Excel, bajo
Asistente de tablas dindamicas.

Tablas 2x2

La siguiente tabla clasifica a una poblacion de adultos entre filiacion politica y edad,
asi:

Edad Partido A Partido B Total

Menor de 30 afios 77 323 400
Mayor de 30 afios 177 223 400
Total 254 546 800

Lo que se pretende con el analisis de las tablas de contingencia 2x2 es verificar si una
clasificacion es independiente de la otra. ; Tiene algin efecto la edad de la poblacion en la
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escogencia de la filiacion politica? Esto quiere decir que se trata de una prueba de
independencia.

Cuando un elemento se tabula como en la tabla anterior si las frecuencias de cada fila
son proporcionales a las de las otras filas o si las frecuencias de cada columna son
proporcionales a las de las otras columnas, entonces las dos clasificaciones son
independientes una de otra.

Para calcular la frecuencia esperada de cada celda se toma el total de cada columna y
se divide en la misma proporcion en que estan divididos los grandes totales de las filas.
Asi, la celda Partido A — menor de 30 afios, tendrd como frecuencia esperada
254x400/800 = 127, y asi las deméas. Entonces las frecuencias esperadas para cada celda
seran:

Edad Partido A Partido B Total

Menor de 30 afios 127 273 400

Mayor de 30 afios 127 273 400

Total 254 546 800
(7 1)

El calculo de Z sera:

i=1 i

(77-127)21127 + (177-127)%/127 (323-273)*/273 +(223-273)*/273 = 57,7

Para determinar los grados de libertad se debe tener en cuenta cuales son las
restricciones que se imponen en la tabla 2x2. Estas son:

f11 + f12=Total de la fila 1

for + f22 = Total de la fila 2

f11 + f>1 = Total de la columna 1

fi12 + f22 = Total de la columna 2

Como una de ellas se puede obtener de las otras, entonces los grados de libertad que se
pierden son 3 y los grados de libertad para la distribucion valen 1 (2-1)(2-1).

El méximo valor permitido con un nivel de 5% es de 3,84, por tanto se rechaza la
hipotesis de independencia y se dice que la edad si es determinante de la filiacion
politica.

Tablas de contingencia rxc

El analisis de las tablas de contingencia se puede generalizar para cualquier nimero de
grupos de clasificaciéon en los dos sentidos. En ese caso se dice que son tablas de
contingencia rxc y los grados de libertad seran (r-1)x(c-1). El procedimiento es similar al
presentado.

Pruebas de signo y orden

Estas son pruebas tipicas no paramétricas. Miran mas a las relaciones entre los valores
que los valores mismos. Por ejemplo, lo importante no es si los valores de unas muestras
son 2y 5, sino que el valor de la muestra dos es mas alto que el de la uno.

Prueba de signos

Cuando se trata de medir la diferencia en la media de dos poblaciones en condiciones
paramétricas, se requiere que las dos muestras sean independientes y que provengan de
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universos normales con igual varianza. Si alguna de estas dos condiciones no se cumple
hay que usar una prueba no paramétrica llamada del signo. Esto es, se comparan los
valores y se determina cudl es el mayor y con base en el nimero de signos positivos (si
fuera mayor) o negativos (si fuera menor o viceversa) se analiza la informacion.

Ejemplo

Se registra el promedio 25 estudiantes antes y después de tomar un taller de métodos de
estudio. Se trata de estudiar si ese taller aumenta o no el promedio.

Efecto de un taller de métodos de estudio sobre el rendimiento

Sujeto Antes después Signo del cambio

1 3,7 3,8 + 1 1
2 3,7 3,5 - 0 1
3 3,55 3,6 + 1 1
4 3,4 3,35 - 0 1
5 3,7 3,65 - 0 1
6 3,5 3,55 + 1 1
7 3,6 3,65 + 1 1
8 3,7 3,8 + 1 1
9 3,45 3,5 + 1 1
10 3,4 3,5 + 1 1
11 3,55 3,6 + 1 1
12 3,45 3,6 + 1 1
13 3,65 3,45 - 0 1
14 3,35 34 + 1 1
15 3,55 3,65 + 1 1
16 3,6 3,65 + 1 1
17 3,6 3,5 - 0 1
18 3,6 3,6/ No cambia 0 0
19 3,45 3,6 + 1 1
20 3,65 3,45 - 0 1
21 3,35 34 + 1 1
22 3,4 3,5 + 1 1
23 3,45 3,45/ No cambia 0 0
24 3,6 3,75 + 1 1
25 3,7 3,65 - 0 1
16 23

Si el taller no tuviera efecto sobre el promedio se esperaria que la mitad de las veces el
promedio aumentara y la otra mitad disminuyera. Las muestras con igual valor de
promedio se desechan.

Para una muestra de 23, se espera que la media de cambios de signo sea de:

Media: pxn 11,5,

La desviacion estandar seria: (np(1-p))1/2 2,39791576

Si la hipotesis es cierta, entonces el promedio deberia ser 11,5. La pregunta ahora es:
(Cual es la probabilidad de que el nimero de signos + sea de 16 o mayor?

Usamos la normal con media 11,5 y desviacion estandar 2,39791576; probabilidad de
que sea mayor 3,03%.

Esto significa que la probabilidad de que esto ocurra por azar es de 3,03%.
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Si aceptamos un error de 5% el valor obtenido est4 dentro de ese margen de error y no
rechazariamos la hipotesis de que tomar un curso de métodos de estudio influye en el
rendimiento.

La binomial se puede aproximar a la normal cuando »>10.

Ejemplo

Un panel debe hacer una prueba de sabor de dos productos. Le asigna 1 al sabor que

prefiere y 1 al otro.

Jurado Sabor uno Sabor dos Signo del cambio

A 1 0 + 1 1
B 1 0 + 1 1
C 0 1 - 0 1
D 1 0 + 1 1
E 1 0 + 1 1
F 1 0 + 1 1
G 0 1 - 0 1
H 1 0 + 1 1
I 1 0 + 1 1
J 0 1 - 0 1
K 1 0 + 1 1
L 0 1 0 1

8 12

Si no hubiera preferencia sobre los sabores se esperaria que la mitad de las veces el
panel prefiriera el uno y la otra mitad el dos. Las muestras con igual valor de calificacion
se desechan.

Para una muestra de 12 se espera que la media de cambios de signo sea: media pxn = 6;
la desviacion estandar es desviacion estandar = (np(1-p))1/2 =1,73205081.

Si la hipdtesis es cierta, entonces el promedio signos positivos deberia ser 6.

La pregunta ahora es: ;Cual es la probabilidad de que el nimero de signos + sea de 8 o
mayor?

Usamos la normal con media 6 y desviacion estandar 1,7320508.

Probabilidad de que sea mayor: 12,41%.

Esto significa que la probabilidad de que esto ocurra por azar es de 12,41%.

Si aceptamos un error de 5% el valor obtenido no esta dentro de ese margen de error y
rechazariamos la hipotesis de que no hay preferencia entre los jurados del panel por
ningun sabor.

La binomial se puede aproximar a la normal cuando #>10

Prueba U de Mann-Whitney

Cuando las muestras son independientes y tienen varianzas diferentes se puede utilizar
esta prueba.

Ejemplo

Se aplica un cierto examen a estudiantes de la jornada diurna y ese mismo examen a
estudiantes de la jornada nocturna. Se quiere probar si el rendimiento de los dos grupos es
diferente o no.
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Nota Jornada Nota Jornada
3,50 Diurno 3,60 Nocturno
3,40 Diurno 3,35 Nocturno
3,65 Diurno 3,70 Nocturno
4,05 Diurno 3,25 Nocturno
3,30 Diurno 3,15 Nocturno
2,80 Diurno 3,85 Nocturno
3,10 Diurno 3,55 Nocturno
3,75 Diurno 3,00 Nocturno
4,15 Diurno 3,80 Nocturno
2,40 Diurno 3,05 Nocturno
3,20 Nocturno

Esta prueba exige los siguientes pasos:

Paso 1

Asignar un orden a toda la muestra combinada (diurno y nocturno). Asi, 1 a la mas baja
nota, 2 a la siguiente, etc. En el ejemplo, 1 a2,4,2 a 2,8, 3 a 3,0, etc.

Nota Jornada Orden
2,40 Diurno 1
2,80 Diurno 2
3,00 Nocturno |3
3,05 Nocturno |4
3,10 Diurno 5
3,15 Nocturno |6
3,20 Nocturno |7
3,25 Nocturno |8
3,30 Diurno 9
3,35 Nocturno |10
3,40 Diurno 11
3,50 Diurno 12
3,55 Nocturno |13
3,60 Nocturno |14
3,65 Diurno 15
3,70 Nocturno |16
3,75 Diurno 17
3,80 Nocturno |18
3,85 Nocturno |19
4,05 Diurno 20
4,15 Diurno 21

Paso 2
Se suman todos los rangos de cada grupo:
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Nota Jornada Orden Nota Jornada Orden
2,40 Diurno 1 3,00 Nocturno |3
2,80 Diurno 2 3,05 Nocturno |4
3,10 Diurno 5 3,15 Nocturno |6
3,30 Diurno 9 3,20 Nocturno |7
3,40 Diurno 11 3,25 Nocturno |8
3,50 Diurno 12 3,35 Nocturno |10
3,65 Diurno 15 3,55 Nocturno |13
3,75 Diurno 17 3,60 Nocturno |14
4,05 Diurno 20 3,70 Nocturno |16
4,15 Diurno 21 3,80 Nocturno |18
3,85 Nocturno |19
R1 113 R2 118
U=nn,+ (—nl (m + l)j -R,
2 (39)
o:
U=nn,+ (@j ~R2 (40)
Con la primera férmula, n/=10,n2 =11, R1 =113
U= 52
Paso 4
Se determina la media y la desviacion estandar de U
Media:
EW)="17 (41)
Media: 55.
Desviacion estandar:
o, = \/nlnz(nl +n, +1) (42)

12

Desviacion estandar:14,2009389

Si nl y n2 son mayores que 8, entonces se puede aproximar a la normal. La

probabilidad de que el valor de U>52, sea producto del azar.

Probabilidad U> 5258,37%.
Si se acepta un nivel de error de 5%, entonces la prueba indicaria que no hay evidencia

de que el rendimiento es el mismo.
Observaciones:

1) Si hay empates, los valores iguales reciben el rango promedio de sus rangos
empatados (por ej. Si los valores 5° y 6° estin empatados ambos reciben entonces el

rango 5,5) y la que sigue recibe el rango siguiente (por ej. 7°)

2) U tiene distribucion aproximadamente normal s6lo cuando n/ y n2 son > 8. Si esto

no se cumple la normal no sirve.
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Prueba H de Kruskal-Wallis

Es una generalizacion de la Prueba U de Mann-Whitney. Se utiliza para examinar la
hipdtesis nula de que varias muestras independientes pertenecen a poblaciones idénticas.
Se asignan los ordenamientos a cada observacion teniendo en cuenta todas las muestras.
Al menor 1, al siguiente 2, etc. Con esos datos se calcula la estadistica H:

R’ R; R}
H:—12 R | 23(n+1) (43)
n(n+)\ n, n, n,

Donde £ es el nimero de muestras, R; es la suma de los rangos de la k-ésima muestra, y
n es el numero total de observaciones (n;+ny+...+ny)

Si se supone que la hipdtesis nula es verdadera y que cada muestra consiste de por lo
menos 5 observaciones, H tiene una distribucion que se puede aproximar a la Chi-
cuadrado con (k-1) grados de libertad.

Ejemplo

Se quiere probar una metodologia educativa con tres grupos de estudiantes y se mide
su mejora porcentual en el promedio acumulado:

Aumento % |Metodologia |Aumento % |Metodologia /Aumento % ‘Metodologia
21,65%|A 24,79% B 12,54%|C
18,19%|A 31,39% B 14,74%|C
16,62% A 34,22%|B 16,62%|C
27,62%|A 25,42% B 17,88%|C
23,85%|A 29,19% B 12,85%|C
20,08%|A 30,76% B 10,34%|C

34,85%|B 21,65%|C
19,14%|C
9,08%|C
Aumento %  |Met. |Orden |Aumento % Met. |Orden |Aumento % Met |Orden
16,62%| A 6,5 24,79% B 15 9,08%|C
18,19%|A 9 25,42% B 16 10,34%|C
20,08%|A 11 29,19% B 18 12,54%|C
21,65%|A 12,5 30,76%|B 19 12,85%|C
23,85%|A 14 31,39%|B 20 14,74%|C
27,62%|A 17 34,22%B 21 16,62%|C
34,85%|B 22 17,88%|C
19,14%|C
21,65%|C 1]
RI1 70 R2 131 R3
nl 6 n3 7 n3 9
n= 22

H=15,6327875

Valor de chi cuadrado a 1% =9,21035104

Como H es mayor entonces se rechaza que las tres metodologias no tienen igual
efectividad.
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Correlacion de orden

El coeficiente de correlacion, como ya se sabe, va a permitir medir la asociacion entre
dos variables, en este caso, de orden de una variable. En este caso se utilizara el
coeficiente de correlacion de orden o rango de Spearman. Por ejemplo, para medir
calificaciones de evaluacion de un grupo de personas o productos, a veces puede interesar
si los evaluadores han sido coherentes en sus evaluaciones del mismo grupo de sujetos.
Por ejemplo, la evaluacion que hace un director de departamento comparado con la
evaluacion del decano.

Ejemplo

Tanto el decano como el director del departamento, han evaluado a los profesores y su
resultado ha sido ordenado de acuerdo con las calificaciones de cada uno, asi:

Evaluacion de

Profesor Decano Director

A 7 8
B 5 6
C 4 5
D 3 4
E 2 1
F 6 3
G 8 10
H 10 9
I 9 7
J 1 2

El coeficiente 7 de Spearman esta definido como:
6) d’
r,=1- Z;‘ (44)
; n(n —li

Donde 7 es el nimero de observaciones pareadas y d es la diferencia entre cada par de
rangos.

Profesor Decano Director d d’
A 7 8 1 1
B 5 6 1 1
C 4 5 1 1
D 3 4 1 1
E 2 1 -1 1
F 6 3 -3 9
G 8 10 2 4
H 10 9 -1 1
I 9 7 -2 4
J 1 2 1 1
10 suma 24
I 0,85
Ejemplo
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Se quiere saber si existe alguna relacion entre la prueba del ICFES y el rendimiento de
los estudiantes.

Estudiante Promedio ponderado Puntaje ICFES
1 3,20 253
2 3,96 313
3 3,02 239
4 4,13 327
5 2,69 213
6 3,89 308
7 4,34 344
8 4,66 350
9 4,78 330
10 4,80 321
11 4,05 322
12 3,66 321
13 4,25 318
14 3,51 278
15 3,61 286
16 3,57 261
17 4,40 320
18 3,08 293
19 4,60 322
20 3,15 222
21 4,10 313
22 4,42 338
23 4,75 352
24 4,80 322
25 4,60 339
26 4,16 295
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Estudiante Promedio Puntaje ICFES |Orden Orden de puntaje &
ponderado de promedio
24 4,80 322 1 9 8 64
10 4,80 321 1 11,5 10,5 110,25
9 4,78 330 3 6 3 9
23 4,75 352 4 1 -3 9
8 4,66 350 5 2 -3 9
19 4,60 322 6,5 9 2,5 6,25
25 4,60 339 6,5 4/ 25 6,25
22 4,42 338 8 5 -3 9
17 4,40 320 9 13 4 16
7 4,34 344 10 3 -7 49
13 4,25 318 11 14 3 9
26 4,16 295 12 18 6 36
4 4,13 327 13 7 -6 36
21 4,10 313 14 15,5 1,5 2,25
11 4,05 322 15 9 -6 36
2 3,96 313 16 15,5/ -0,5 0,25
6 3,89 308 17 17 0 0
12 3,66 321 18 11,5/ -6,5 42,25
15 3,61 286 19 20 1 1
16 3,57 261 20 22 2 4
14 3,51 278 21 21 0 0
1 3,20 253 22 23 1 1
20 3,15 222 23 25 2 4
18 3,08 293 24 19 -5 25
3 3,02 239 25 24 -1 1
5 2,69 213 26 26 0 0

N =26 Suma total = 485,50.

ry=0,83.

Significancia estadistica de r,

Hipotesis: No existe relacion entre los ordenamientos. Si #>25, entonces se podria
suponer distribucion normal. La media de rs es 0 y desviacion estandar es:

(45)

=0,19611614
Probabilidad de que r; sea mayor en valor absoluto que 0,83 = 2,11379E-05.
Esto significa que el coeficiente r, es significativo al 1%.

Muestreo aleatorio

En el archivo Estadistica. XLS hay una hoja que se llama aleatorio. Alli aparecen 1.000
numeros aleatorios, entre 0 y 1. Un niimero aleatorio tiene como caracteristica que tiene
igual probabilidad de “salir” que cualquier otro. Un ejemplo simple es una bolsa con 10
bolas numeradas del 0 al 9. Esos son 10 digitos que si sacamos al azar cualquier bola,
cualquiera de los numeros tiene igual probabilidad de salir. En este caso, la probabilidad
es de 1/10. Si se reemplaza la bola y siempre sacamos bolas de la bolsa con las 10
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numeradas como se indicd, estamos ante un mecanismo de generacion, nimeros
aleatorios. Esta distribucion se conoce como distribucion uniforme.
Cuando se hace el histograma de frecuencias de los 1.000 se encuentra lo siguiente:

Rangos | Frecuencia absoluta % acumulado

0 0 ,00%

0,1 97 9,70%

0,2 104 20,10%

0,3 95 29,60%

0,4 91 38,70%

0,5 111 49,80%

0,6 114 61,20%

0,7 93 70,50%

0,8 103 80,80%

0,9 101 90,90%

1 91 100,00%

y mayor... 0 100,00%

Y su grafica es:

Histograma de frecuencias de 1.000 observaciones de una
distribucion uniforme

120 120%
100 + + 100%
o 80 + 80%
o ;
c === Frecuencia
o 60+ + 60%
3 —&— % acumulado
:hj 40 1+ + 40%
20 1+ + 20%
0 i
Q N .
Q:\ Q(J’ Q‘p Q?‘ QO\_) QQP Q,«\ Q(p Q?’ 0\“
6{5\
3
Rango

En esta grafica se observa que la frecuencia es cercana a 100, por tratarse de una
distribucion uniforme. Es facil intuir que la media de esta distribucion es 0,5.
Si se dibuja el histograma de frecuencias de los promedios de las muestras de tamafio

5, se encuentra lo siguiente:
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Rangos Frecuencia absoluta % acumulado

0 0 ,00%

0,1 0 ,00%

0,2 1 ,50%

0,3 13 7,00%

0,4 34 24,00%

0,5 56 52,00%

0,6 49 76,50%

0,7 31 92,00%

0,8 15 99,50%

0,9 1 100,00%

1 0 100,00%

y mayor... 0 100,00%

Y en la gréfica:

Histograma de frecuencias de las muestras

60 120%

50 + + 100%

40 4 + 80%

=== Frecuencia
30 + + 60%
—=8— % acumulado

20 1 1 40%

Frecuencia

10 + + 20%

0 - 0%

Q N N .
Q- Q(J’ Q(p Q?‘ Q?‘) Q‘p Q,} Q(p Q?’ ~\°v
Q

A@

Rango

Si la muestra es de tamafio 10, los resultados son los siguientes:
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Clase Frecuencia % acumulado
0 0 ,00%
0,1 0 ,00%
0,2 0 ,00%
0,3 0 ,00%
0,4 17 17,00%
0,5 36 53,00%
0,6 35 88,00%
0,7 9 97,00%
0,8 3 100,00%
0,9 0 100,00%
1 0 100,00%
y mayor... 0 100,00%
En gréfica:
Histograma
40 120,00%
35 1 I u p == = =l 100,00%
30 +
S e | + 80,00%
§ o0 | | 60,000, | === Frecuencia
§ 15 1 i | 40’000/0 —= % acumulado
i 10 | o
5| |‘| -+ 20,00%
04 A HHHB 1 oo%
O - N®T QN ®O - >
O O OO O o o o o
Clase

Observe que ahora el histograma es mas estrecho. ;Qué ha sucedido? Pues que al
tomar muestras de una distribucion uniforme, y al calcular, ademas, el promedio de cada

muestra, éste tiende a comportarse como una distribucién normal.

Esta es una propiedad muy importante que se debe tener en cuenta. Se puede observar
ademads que el rango de variacion es mucho menor para los promedios de las muestras

que para los datos originales. Esto se puede apreciar en la siguiente tabla:

45




Apuntes de Probabilidad y Estadistica para Ingenieria y Administracion
Ignacio Vélez Pareja

Muestras Valores originales
Rangos Frecuencia % Frecuencia % acumulado
absoluta acumulado absoluta

0 0 ,00% 0 ,00%

0,1 0 ,00% 97 9,70%

0,2 1 ,50% 104 20,10%

0,3 13 7,00% 95 29,60%

0,4 34 24,00% 91 38,70%

0,5 56 52,00% 111 49,80%

0,6 49 76,50% 114 61,20%

0,7 31 92,00% 93 70,50%

0,8 15 99,50% 103 80,80%

0,9 1 100,00% 101 90,90%

1 0 100,00% 91 100,00%

y mayor... 0 100,00% 0 100,00%

Observado esto, se puede plantear una ley estadistica que dice que la distribucion de
probabilidad del promedio de las muestras tomadas de una distribucidon cualquiera, tiende
a ser normal con media igual a la media de la distribucidon original, y la desviacion
estandar igual a la desviacion estandar de la distribucion original dividida por la raiz
cuadrada del tamafio de la muestra.

Con los datos disponibles se tiene:

Desviacion estandar total de observaciones: 0,28472219.

Desviacion estandar de la muestra: 0,13323466.

Promedio del total de observaciones: 0,4977773.

Promedio de la muestra: 0,4977773.

Los valores tedricos de la media y de la desviacion estdndar de la distribucidon uniforme
son:
Valor mdximo + valor minimo _1-0

Media u = =0,5
H 2 2
L, , Valor maximo — valor minimo 1
Desviacion estandar o = = =0,28867513
V12 V12

Los valores no coinciden exactamente porque los de la tabla fueron calculados de una

muestra de 1.000 observaciones y no es el universo total.

Desviacion estandar del promedio de la muestraoc- = 2 - 028867513 =0,12909944
* g

Cuando se toma una muestra, se espera entonces que los resultados obtenidos por la
muestra fluctien alrededor de su media y que cerca del 100% de los valores se

encuentren entre X +30-. Esta variacion hacia arriba o hacia abajo de la media es el

error permitido, y éste puede ser definido a voluntad. De manera que se puede construir
una tabla que muestre el porcentaje de las muestras que caen entre dos valores:
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Entre % observaciones
X+o- 68,27
X
X +20- 95,45
X
X +30- 99,73
X

Esto indica la confiabilidad del muestreo. De modo que es posible definir la
confiabilidad del muestreo (95%, 90%, etc.), el error (e) que se acepta y, conociendo (o
calculando aproximadamente) la desviacion estdndar de la poblacion, se puede definir el
tamafio de la muestra.

Si se denomina el numero de desviaciones estandar por arriba y por debajo de la media
como Z, entonces se puede expresar el error como:

o
error e=ZG} =7—

n

(46)

Este valor de n es valido cuando se tiene una poblacién infinita, de modo que no hay
agotamiento del universo. Cuando se trata de una poblacién finita, se incurre en
agotamiento del universo y la probabilidad de la primera muestra es diferente de todas las
subsiguientes.

En el caso de un universo finito de tamafio N, es necesario hacer un ajuste, asi:

n

@

Hay un caso de especial interés y es la distribucion binomial que rige experimentos
tales como encuestas de opinion o de mercado, donde el resultado a medir es un
porcentaje. En ese caso, se sabe ya que los parametros de la distribuciéon son p y pgq.
Entonces el célculo del tamafo de la muestra sera:

vprU-p)
Vn (48)

Tamario de la muestra n,, = (47)

error e = ZG; =7

L2 2p(lz— P)
e

En este caso el error e es un porcentaje en relacion con el porcentaje que se desea
medir. Como no siempre se puede calcular el valor de p, se adopta una posicion
conservadora para p. Con p = 0,5 se garantiza la maxima varianza, por tanto, el calculo de
n resulta el mayor posible, dados unos niveles de error y de confiabilidad.

Por ejemplo, si se desea hacer una encuesta sobre un universo finito de 400 elementos,
se desea una confiabilidad de 95% y se acepta un error en el célculo de la respuesta a una
determinada pregunta de £2%. Entonces esto debe interpretarse asi: el valor de Z debe ser
tal que el area bajo la curva normal sea 95%, pues cobija valores por encima y por debajo
de la media. Esto quiere decir que se debe encontrar un Z tal que el area desde menos
infinito y Z sea de 97,5%. Esto se encuentra con la funcion de Excel
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=DISTR. NORM.ESTAND.INV(0,975). Y arroja como resultado 1,96. jDe aqui sale el
famoso 1,96!.

Por otro lado, decir que se acepta un error de 2% significa que si la respuesta a la
pregunta indica 10%, el verdadero valor esta entre 8% y 12%, con una probabilidad de
95%. Con estos datos, el tamafio de la muestra, si el universo fuera infinito, seria de
2.401. Para un universo finito de 400 elementos, el tamafio seria de 343. En la siguiente
tabla se puede observar que a medida que el decisor esta dispuesto a tolerar un mayor
error, entonces la muestra se reduce, tanto para el universo infinito como para el finito
(400 elementos en este ejemplo):

Error | Muestra (n) universo infinito | Muestra (7,,) universo finito N=400
1% 9.603,61861 384,005788
2% 2.400,90465 342,875599
3% 1.067,06873 290,938989
4% 600,226163 240,036178
5% 384,144744 195,956039

Un andlisis similar puede hacerse fijando el error y variando la confiabilidad. Se deja
esto como ejercicio al lector. {Qué se espera del tamafio de la muestra si se desea mas
confiabilidad? ;menos confiabilidad?

En ultimas todo termina siendo un problema de costos: Cuanto se esta dispuesto a
pagar (por hacer una encuesta con mayor o menor cobertura) por reducir el error o
aumentar la confiabilidad.
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